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CHAPITRE PREMIER. 

NOTIONS Pr£lIMINA1RES. 



1 . La Trigowometrie a pour objet de resoudre les trian- 
gles , c'est-a-dire de determiner les valeurs numdriques de 
leurs angles et de leurs cdtds^ au mo/en d!un nombre de 
donndes sufjisant, 

2. La geometric elementaire fournit une premiere solu- 
tion de ce probleme ; car, comme elle apprend a construire 
un triangle quand on connait trois de ses six elements, pourvu 
que , parmi les donnees , il y ait au moins un cote , on con- 
^oit que si, apres avoir construit sur une feuille de dessin un 
triangle semblable au triangle cherche , on rapporte les in- 
connues sur Michelle dont on se sera servi si ce sont des li- 
gnes, ou sur le rapporteur si ce sont des angles , on obtiendra 
des valeurs approchees de ces inconnues. Mais les instruments 
que Ton est oblig^ d^employer sont toujours defectueux, 
quelque soin que Ton ait apporte a leur confection , de sorte 
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2 trigoihom£trie. 

que les resultats trouv^s par leur secours ne sont que gros- 
sierement approches , et par consequent n'atteignent presque 
jamais le degre de precision dont on pent avoir besoin. On 
parviendra , au contraire , a des valeurs des inconnues aussi 
exactes que Ton voudra, si Ton peut construire desformules 
qui donnent les valeurs des parties inconnues du triangle 
que Von i^eut resoudre, en fonction des donnees de la qiies- 
tion. Tel est le probleme que se propose la trigonometrie et 
dont nous allons developper completement la solution, 

3. Les g^ometres, qui les premiers ont entrepris de calcU' 
ler les elements inconnus d'un triangle en fonction de ceux 
qui etaient donnes , ont du se trouver arretes par la difliculte 
d'etablir des Equations entre les angles et les cotes de ce 
triangle. Mais, en observant qu'il existe une relation indis- 
pensable entre un arc et sa corde, et qu^ainsi Tune de ces 
deux quantites etant connue, Tautre s'ensuit necessairement, 
ils ont pu decomposer le probleme general de la trigonome- 
tric en deux parties essentiellement distinctes. Dans la pre- 
miere , on s'est propose de construire une table a deux co- 
lonnes , dont I'une renfermat tons les arcs croissant par 
degres tres-petits depuis zero jusqu'a une demi-circonference, 
et dont I'autre colonne contint les cordes de ces arcs, que, 
pour plus de simplicite , on peut supposer decrits avec I'unit^ 
lineaire pour rayon. On comprend qu'on pourra, en consul- 
tant cette table, trouver la corde d'un arc donne , et recipro- 
quement ; de la meme maniere qu'avec une table de Loga- 
rithmes on passe d'un nombre a son logarithme, et vice versa. 
L' autre partie du probleme a pour objet de trouver des rela- 
tions entre les cotes d'un triangle et les cordes des arcs qui 
mesurent ses angles. Tel etait le systeme de trigonometrie 
fonde par Hipparque * ; mais les Arabes et les modernes 
ensuite I'ont considerablement perfectionn^, en remplacant 

^ On comprend que ce grand astronome ait pu calculer la table des 
cordes dont nous venons de parler; car, Archimede ayant donne une 
formula pour determiner la corde qui sous-tend la moitie d'un arc dont 
la corde est connue , il est facile , en partant du sixieme de la circonfe- 
rence qui a pour corde TuQite » de parvenir k calculer la valeur de la 
corde d'un arc aussi petit que Ton voudra ; de sorte qu'en prenant cet 
arc pour unite , ou en deduira les cordes des arcs doul)Ie , triple, qua- 
druple , quintuple.... On parviendra ainsi k la corde qui sous-tend la 
demi-circonf^rence. 
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les cordes des arcs par d'autres lignes qui ont avec ces arcs 
une liaison. tout aussi intime que leurs cordes. Nous allons 
definir ces lignes trigonometriques , et, apres avoir fait con* 
naitre des formules , dont quelques-unes , inutiles pour la 
resolution meme des triangles , s6nt cependant d'une grande 
importance dans toutes les parties. des inathematiques , nous 
donnerons le moyen de construire les tables trigonomdtriques ^ 
et nous terminerons par les formules qui expriment les rela- 
tions qui lient les cotes d'un triangle avec les lignes trigono- 
metriques de ses angles. 

4. Nous adopterons la division sexagesimal de la circonfe- 
rence , c'est-a-dire que nous la supposerbns partagee en 360®, 
chaque degre en 60', et chaque minute en 60 . De plus, 
comme nous considererons le plus souvent des arcs decrits 
avec I'unite lineaire pour rayon , nous representerons la lon- 
gueur de la demi-circonference par la lettre tt, qui, etant 
employee ordinairement pour designer le rapport de la cir- 
conference au diametre, exprime ainsi la longueur de la demi- 
circonference dont le rayon est egal a Tunite. 

5. Soient ABA'B'A une circonference quelconque, et dans Fig. i. 
cette circonference deux diametres AA' et BB', qui se coupent 

a angles droits. Si, a partir du point A, considere comme 
originey nous prenons sur cette circonference un arc quel- 
conque AM , et que de son extremite M nous abaissions la 
perpendiculaire MP sur le diametre A'A, cette perpendicu- 
laire sera appelee le sinus de Tare AM. Ainsi , le sinus d'un 
arc est la perpendiculaire abaissffe de son extremite sur le 
rayvn qui passe par son origine. 

6. Prolonge6ns MP jusqu'en M'^' ; il est clair que le sinus 
MP est la moitie de la cordeTVfM"', de sorte que le sinus d*un 
arc est la moitid de la corde qui sous-tend un arc double; 
d'ou Ton voit que la construction d'une table de sinus revient 
a la construction d'une table des cordes, et if ice i^ersa. 

II suit de la que sin 30**=5R, en appelant R le rayon du 

cercle ABA'B'A; car ce sinus est la moitie de la corde qui 
sous-tend Tare de 60®, c'est-a-dire le sixieme de la circon- 
ference. 

7 . Si a Textremite du rayon OA on mene la tangente AT, 
terminee a la rencontre du prolongement du rayon OM, on 



' & TRIGONOMfiTRIE. 

dira que AT est la tangente et OT la secante de Tare AM. 
Ainsi, la tangente d'un arc est la partie que les directions 
des rayons qui passent par les extref mites de Pare inter" 
ceptent sur la tangente mende a Pune d'elles , et la secante 
est la droite qui, allant du centre a Vextrdmitd de Pare, 
va se terminer a la rencontre de la tangente menee a 
son origine, 

8. Le complement A^nn arc est, comme on sait , Texces du 
quadran sur cet arc , de sorte que le complement d'un arc 
plus grand qu'un quadran est n^gatif. 

Nous appellerons cosinus , cotangente et cosi^cante d*un 
arc le sinus, la tangente et la secante du complement de- 
cet arc, Ainsi , le complement de Tare AM etant MB, on voit 
que MQ , BS et OS sont respectivement le cosinus , la cotan- 
gente et la cosecante de cet arc AM. 

Si Ton remarque que MQ=OP, on pourra dire que le 
cosinus d'un arc est egal a la distance du pied de son sinus 
au centre. 

9- Nous representerons Tare AM par a, et, en conse- 
quence, son complement sera designe par (90^ — a), de sorte 
que les definitions precedentes du cosinus , de la cotangente 
et de la cosecante d'un arc, seront exprimees algebriquement 
par les formules : 

cosa=sin(90*^ — a) , cota=tang(90® — a)j 
coseca=sec(90° — ^a). 

11 est evident que reciproquement on aura aussi 

sina=cos(90® — a), tanga=cot(90® — «), 
sec«=cosec(90° — a), 

car on pent regarder a comme le complement de (90° — a^. 
1 . Avant d'aller plus loin , il est important d'etablir quel- 
ques notions sur la consideration des quantites negatives en 
Fig. 2. geometric. Soient A et B deux points fixes , situes sur la droite 
indefinie UV, M un point qui se meut sur cette droite : si Ton 
designe par a^ ^ et^les distances respectives AB, AM et 
MB , il est clair que , quand le point M se trouvera a droite 
de B, on aura 

mais que, s'il vient occuper une position M' situee entre A 
et B, on aura ,r=a — y^ 
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et que, s'll se trouve en M" a gauche de A, sa distance a ce 
point sera donnee par Tequation 

xr==.y — a. 
Ainsi, il faut trois equations pour determiner, dans tous 
les cas , la distance du point M au point A. Mais, si Ton re- 
garde comme positives les distances comptees dans le sens UV 
et comme negatives celles qui seront mesurees dans le sens 
VU , la premiere formule 

determinera la distance du point M au point A , dans toutes 
les positions qu'il pourra occuper , et sera ainsi devenue ge- 
nerale. EnefFet, sicepointvientenM', j;=-|-AM',^= — BM' 
et cette equation devient en substituant 

+AM'=AB— BM', 

ce qui est vrai ; car le second membre de cette egalite signifie 
que le point mobile s'est eloigne du point A de la quantite AB 
dans le sens UV, et qu'il a ensuite retrograde, dans le sens 
contraire VU, de la quantite BM'; de sorte que sa distance 
au point A est actuellement AM', laquelle doit etre precedee 
du signe -|-, puisqu'elle est comptee dans le sens UV. 

Si le point M est en M'', on a a:= — AM" , ^=— BM" et 
I'equation a:=a-|-^ devient 

— AM"=AB— BM", 
Egalite identique, par la meme raison que tout a I'heure. 

Ainsi, pour gendraliser nosformules , nous conviendrons 
d^ajfecter de signes contraires deux distances qui seront 
comptffeSf sur une meme ligne, droite ou courbey dans des 
sens directement contraires. Nous reviendrons plus tard sur 
ce principe, pour lui donner tous les developpements qu'exige 
son importance {Geom. anaLy 34). 

H . II suit de la que les arcs comptes dans le sens AB ^tant Fig. i. 
supposes positifs, ceux qui seront comptes de A vers B' se- 
ront negatifs, et qu'en regardant comme positives toutes les 
lignes trigonometriques d'un arc moindre que le premier qua- 
dran , il faudra donner le signe -|- aux sinus des arcs dont 
Textremite se trouvera au-dessus du diametre AA', et le si- 
gne — aux sinus des arcs dont Textremite se trouvera au- 
dessous de ce diametre. Ainsi le sinus de Tare ABM' est 
+ M'F; mais celui de ABM'' est — M"P'. 
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On verfa de m^me que les tangentes des arcs dont I'extr^ 
mite est dans le premier ou dans le troisieme quadran seront 
positives , mais que celles des arcs qui se termineront dans les 
autres quadrans seront negatives. 

Quant aux secantes, celles des arcs du premier et du qua* 
trieme quadran seront precedees du signe -|-, et celles des 
autres le seront du signe — . En effet, dans le quatrieme, 
comme dans le premier quadran , la secante est dirigee dans 
le sens meme du rayon qui va a Textremite de Tare, tandis 
que , pour les arcs qui se terminent dans le second et dans le 
troisieme quadran, la secante est dirigee suivant le prolonge- 
ment de ce rayon. 

Le cosinus d'un arc etant la perpendiculaire abaissee de 
son extremite sur le diametre BB', on voit que les cosinus 
des arcs qui se termineront dans le premier et dans le qua- 
trieme quadran seront positifs , et que ceux des autres seront 
negatifs , et que , par consequent , la secante et le cosinus d'un 
arc ont constamment les memes signes. 

Enfin , on reconnaitra facilement que la cotangente et la 
tangente d'un arc, et que sa cosecante et son sinus ont les 
memes signes. 

12. Soient AM et AM^^' deux arcs quelconques , egaux et 
de signes contraires : leurs extremites sont sur une meme 
corde perpendiculaire au diametre AA', et qui par conse- 
quent est coupee en deux parties egales par ce diametre ; 
mais Tune d'elles est le sinus de Tare AM , Tautre est celui 
de AM'" ; done les sinus de deux arcs dgaux et de signed 
contraires sont eux-memes egaux et de signes contraires; 
done on a la formule generale : 

sina= — sin( — a). 

Les arcs AM et — AM'" ont pour complements respectifs 

AB— AM=BM, et AB— (— AM"')=BM"'; 

ainsi , les complements des arcs a et — a ont pour origine 
commune le point B , et leurs extremites se trouvent sur une 
meme paf allele au diametre BB' ; done leurs sinus sont egaux ; 
mais ces sinus sont les cosinus des arcs a et — a\ done on a 
la formule generale : 

CDsa=cos( — a) y 
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c*e8t-i-dire , que les cosinus de deux arcs ^gaux et de signes 
contraires sont dgaux et de m^mes signes. 

On etablira , avec la meme facilite , les formules : 

tang a=: — tang( — d)j cot a= — cot Q — a); 
seca=: sec( — a), coseca= — cosec( — a). 

15. Nous allons examiner actuellement comment varient 
les lignes trigonom^triques d'un arc , lorsque cet arc crott 
depuis zdro jusqu^a t infini positif et jusqu! a Vinfini ri^ga^ 
tij*; mais d'abord nous pourrons nous borner a considerer 
des arcs positifs , en vertu des formules etablies au n® 1 2 ; et 
nous ne nous occuperons non plus que des sinus et des cosi- 
nus, parce que nous donnerons bientot des formules, au 
moyen desquelles on evalue facilement les tangente, cotan- 
gente, secante et cosecante d'un arc dont on connait le sinus 
et le cosinus (21 et 22), de sorte qu'au moyen de ces for- 
mules il sera facile de deduire , des variations du sinus et du 
cosinus d'un arc, celles de ses autres lignes trigonometri- 
ques (2S). 

Supposons done que le point M coincide avec le point A, 
origine des arjcs; Tare a sera nul, ainsi que son sinus; mais 
son cosinus sera egal au rayon. Done, pour 

a==0, sina=0, cosa=R. 

Si le point ddcrivant M s'avance vers B, il s'eloignera du 
diametre A'A , et se rapprochera du diametre BW. Done le 
sinus de Tare AM augmentera, mais son cosinus diminuera; 
done, 

si a aug*® , sin a aug*® , cos a dimin*. 

Quand le point decrivant M , sera parvenu en B , le sinus MP 
sera devenu ^gal au rayon OB, mais le cosinus MQ sera nul. 
Done 

si a=90% sina=R, cosa=0. 

II est bon d'observer que , quand a vaut 45^ , le triangle 

^ Les angles d'un triangle etant chacun moindres que deux angles 
droits , les arcs qui les mesurent ne peuvent pas surpasser une demi- 
cii'conference , mais Pusage des formules trigonometriques n'est pas 
borne & la resolution des triangles , comme nous Tavons dit ci-de&sus (5) ; 
on les emploie dans une foule de questions ou Ton a k considerer des 
arcs positifs et negatifs de toute grandeur. 
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OMP est isoc^le-rectangle ; qu'ainsi le sinus de 45^ est egal 
au cosinus de cet arc , et que le tkeoreme de Pyihagpre don- 

nant PM=--==^v/2, on a 

sin45°=cos45«=5v^. 

Le point decrivant M , continuant son mouvement au dela 
de B , se rapprocliera du diametre AA' , et s'eloignera au con- 
traire de BB'; ainsi le sinus de Tare a diminuera, mais son 
cosinus augmentera en valeur absolue; je dis en valeur ab- 
solue, parce que ce cosinus sera negatif, tant que le point M 
n'aura pas depasse le point B' (H). Done 



si flaug**', sinadimin®, cosaaug*®. 

(Nous mettons le signe — au-dessus de cos a pour indiquer 
que ce cosinus est negatif.) 

Lorsque le point M sera parvenu au point A' , le sinus de a 
sera redevenu nul, comme au point A, et le cosinus sera 
encore une fois egal au rayon , mais au rayon pris negative* 
ment. Done 

sifl=180^, sina=0, cos«= — R. 

Remarquons , avant d'aller plus loin , que le sinus et le co- 
sinus de Tare a ont repasse , depuis 90° jusqu'a \ 80^ par les 
memes valeurs absolues qu'ils avaient prises de 0^ a 90®, et 
que ces valeurs etaient egales quand les extremites des arcs 
correspondants se trouvaient sur une meme corde parallele 
au diametre AA'. Ainsi les arcs AM et ABM' ont des sinus 
^gaux et de memes signes , mais leurs cosinus MQ et M'Q 
different par les signes. Or, ces arcs AM et ABM' sont sup- 
plementaires J puisque leur somme fait une demi-circonfe- 
rence ; done 

Les sinus de deux arcs suppUmentaires sont ^gaxix, mais 
les cosinus de deux pareils arcs sont dgaux et de signes 
contraires , ce que Ton exprime algebriquement par les deux 
formules suivantes : 

sin(1 80® — a)=sina et cos (1 80®—- a)=-— cosa. 
En supposant que le point decrivant M continue son mou* 
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vement au dela de A' , on verra facilement que 

si aaug^, en restant < 270% sin^aug**, cosadimin*, 

a = 270% sina = — R, cosa=0, 

aaug*% en restant < 360% sinadimin% cosaaug% 

a=z=360% sina = 0, cosa==R. 

Enfin si le point d^crivant M continue son mouvement, on 
aura des arcs plus grands que la circonference , et qui auront 
evidemment les memes lignes trigonometriques que ceux qui 
ont ete decrits dans la premiere revolution , puisque le point 
M repassera successi vement par toutes les positions qu'il avait 
occupees d'abord. D'oii Ton conclut que les lignes trigono- 
mdtriques d'un arc ne changent pas lorsqu'on lui ajoute un 
pombre quelconque de circonferences . 

En resumant la discussion a laquelle nous venons de nous 
livrer, on reconnaitra que les sinus croissent ai^ec les arcs 
correspondants dans le premier et dans le troisierrue qua- 
dran , et decroissent dans le deuxieme et dans le quatrieme. 
Cest le contraire pour les cosinus , dont la marche est in^ 
{ferse de celle des sinus. 

14. II suit immediatement de la qu'il y a une infinite 
d'arcs qui ont la meme ligne trigonometrique : or , il sera 
tres-important de rechercher les formules generales qui com- 
prendront tons ces arcs. Si , d'apres la remarque faite au 
commencement du n° 13, nous voulons nous borner aux arcs 
correspondants a un meme sinus ou a un meme cosinus , il 
n'y aura qu'a chercher la solution generale du probleme sui- 
vant ; 

Etant donne le sinus ou le cosinus d'un arc appurtenant 
a une circonference donnee , trouper cet arc, 

Soient ABA'B' la circonference donnee et m la longueur du 
sinus donne. On tracera deux diametres rectangulaires AA' 
et BB% puis, en considerant le point A comme I'origine des 
arcs, on prendra sur BB' une distance OQ=m, et par le 
point Q on tirera la corde MM' parallele au diametre AA'. II 
est clair que tons les arcs positifs et negatifs qui, commen^ant 
au point A, finiront au point M ou au point M', auront leur 
sinus egal a m, et qu'ils seront les seuls qui jouiront de cette 
propriete. La question est done reduite a chercher les formules 
de tons ces arcs. 



-^ % -r. 
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Pour y parvenir , je ddsigne par a le plus petit de touts fej 
arcs positifs qui ont m pour sinus, ainsi AM=a, et alors 
Tare AM' , qui en est le supplement , sera represente par tc — a. 
Mais on obtiendra evidemment tous les arcs qui ont leur 
extremite au point M , en ajoutant a Tare AM un nombre //i- 
determine^^ circonferences positives ou negatives : done tous 
ces arcs seront compris dans la formule 2X'ir-f-a, k ^tant un 
nombre entier quelconque , positif ou negatif . On verra de 
meme que Texpression alg^brique de tous les arcs qui finiront 
au point M' est 

Ainsi les deux formules 

2^7r+a, et (2A:-j-1)w — a, 

resolvent le probleme. 

Nous avons suppose que le sinus donn^ m ^tait positif; 
mais s'il est negatif, il n'y aurade changement qu'en ce qu'au 
lieu de le porter de O en Q sur OB , on le portera de O en Q' 
sur OB', et on retombera ainsi sur les memes formules, 

{)ourvu que Ton designe toujours par a le plus petit de toils 
es arcs positifs qui ont — m pour sinus. 

13. Si Ton observe que la difference de deux arcs compris 
a la fois dans la premiere ou dans la seconde de ces formules 
est un nombre pair de demi-circonferences , tandis que la 
somme de deux arcs qui appartiennent respectivement a Tune 
et a I'autre est au contraire un multiple impair de la demi- 
circonference, on en conclurace theoreme important : 

Pour que deux arcs aient le meme sinus , ilfaut et il suffit 
que leur difference soit un nombre pair de demi-^irconf^" 
rences y ou que leur somme soit un nombre impair de demi^- 
circonferences. Ainsi a designant un arc quelconque positif 
ou negatif, tous les arcs qui auront le mSme sinus que lui se- 
ront donnas par Tune ou par I'autre des deux formules 

2A:7r-|-a et (2A--|-1)ir — a^ 

de sorte qu'on a 

sin(2^ir-j-a) = sina, et sin[(2A:-|-1)7r — <z]=sina. 

Mais on pent dans ces formules changer a en — a, et comme 
sin( — «)== — sin a (12), on aura 

sin(2fer— a)= — sina, et sin[(2A:-j-1)'7u-|-a]= — sina. 
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Si maintenant on groupe ces deux formules avec les prdc^-* 
dentes, il viendra 

sin(2A"7r=ta)=itsina [1 

sin[(2A--|- 1)7r±«]==Z|=sina '2 

equations dans les deux membres desquelles il faut prendre 
en meme temps les signes superieurs ou les signes inferieurs. 

16. Occupons-nous maintenant de la determination des 
arcs qui ont pour cosinus une ligne donnee n. Nous prendrons 
sur le diametre AA' une partie OP=ai; par le point P nous 
menerons une parallele au diametre BB', et les points M et 
M'^', oil elle coupera la circonference, seront les extremites 
de tous les arcs qui , commencant au point A , auront n pour 
cosinus. Cherchons done les formules de tous ces arcs. Si AM 
est represente par a , AM'" le sera par 27r — a , de sorte 
qu'on obtiendra tous les arcs qui finissent en M et en M"', en 
ajoutant un nombre quelconque de circonferences positives 
ou negatives a chacun des deux arcs a et 27r — a, ce qui don- 
nera 

2A-7r-j-a et ^ki: — a, 

ou, en groupant ces deux formules, 

2^iu±a. 

Cette formule convient encore au cas ou le cosinus donn^ 
serait negatif. 

17. On voit que la difference de deux arcs compris dans 
Tune ou dans I'autre de ces formules, et que la somme de deux 
arcs dont Tun appartient a la premiere et I'autre a la seconde, 
sont ^gales a un nombre pair de demi-circonferences : de la 
ce theoreme : 

Pour que deux arcs aient le meme cosinus, ilfaut et il 
suffit que leur somme ou leur difference soil un multiple 
pairde la demi^cir conference. Ainsi a designant un arc quel- 
conque positif ou negatif, tous les arcs qui auront le meme 
cosinus que lui seront donnes par la formule 

2A:7rd=:a, 
de sorte qu'on a 

cos (2A:7r zb a) = cos a [3] . 

Si a un arc quelconque on ajoute une demi-circonference , 
le nouvel arc et le precedent se termineront aux extremites 
d'un meme diametre , et partant leurs cosinus seront ^gaux 
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et de signes contraires ; or, par cette addition , Tare 2A'Tcdba 
devient (2^ -j- 1 )tc ± « ; done on a 

cos[(2A"-|-1)7rzta] = — cosa [4]. 

18. Les formules [2] et [4] etant vraies, quelle que soit la 
valeur entiere positive ou negative donnee a A", on pourra y 
faire A* = , et on en tirera ainsi 

sin (tt — a) = sin <z , cos (tt — a)= — cosa. 

Mais les arcs a et (tt — a) sont supplementaires , et a repre- 
sente ici un arc positif ou negatif d'une grandeur quelconque; 
done le theoreme que nous n'avions etabli a la page 8 que 
pour des arcs positifs et plus petits qu'une demi-circonfe- 
rence se trouve avoir maintenant le plus grand degre de ge- 
neral ite. ^ 

19. Pour retrouver au besoin le signe que doit porter le se- 
cond membre dans les formules [1 ] , [2], [3] et [4] , il n'y aura 
qu'a faire i=0 dans le premier, et a voir a quoi il se reduit. 
Ainsi en supposant A"=0 dans Texpression sin[(2A"-j-1 )7r±a], 
il vient sin('7c±a); mais les deux arcs a et (ir-j-a), differant 
d'une demi-circonference, se terminent aux extremites d'un 
meme diametre , et ont par consequent leurs sinus egaux et 
de signes contraires; ceux des arcs(7r — a) et a sont egaux, puis- 
que ces arcs sont supplementaires; done sin('jcit a)=zfisina, 
et on retrouve par consequent la formule 

sin [(2^" -|- 1 )tc dz fl] = q= sin a. 

20. Les formules [1], [2], [3] et [4] nous montrent que le 
calculdu sinus ou du cosinus dun arc quelconque peut tou- 
jours se ramener a celui du sinus ou du cosinus d'un arc 
positif moindre qu'un quadran; car tout arc peut evidem- 
ment etre considere comme un multiple de la demi-cir- 
conference, augmente ou diminue d'un arc plus petit qu'un 
quadran ; de sorte qu'en vertu des formules citees , son sinus 
ou son cosinus est egal diplus ou a moins le sinus ou le cosinus 
de cet arc moindre qu'un quadran, Veut-on, par exemple, le 
sinus de 1 422 degres : on divisera 1 422 par 1 80 , et comme 
le reste 1 62'^ surpasse 90^ on forcera Tunite sur le quotient 7, 
de sorte qu'on aura ^422'=180^8 — 18'; or ^80^8 est 
un multiple pair de la demi-circonference ; done sin 1 422® 
= _sin18^ 
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21. Nous ailons main tenant ^tablir les relations qui Kent 
entre elles les diverses lignes trigonom^triques d'un meme arc. 
Et d'abord si Ton considere le triangle rectangle OMP, dont 
les deux cotes de Tangle droit sont le sinus et le cosinus de 
Tare quelconque AM=a^ on aura 

sin'a-|-cos'a=R'. 

Ensuite si Ton observe que les deux triangles OMP et OTA 
sont semblables , on aura entre leurs cotes homologues la 
suite de rapports egaux 

MP : AT : : OP : OA : : om : OT, 

ou bien sina : tanga : ; cosa : R : : R : seca. 

On tire de la proportion form^e par les deux premiers rap- 
ports 



tanga=R 



sin €7 



cosa 

et de celle que forment les deux derniers 

seca= . 

cos a 

Remarquons que ces deux formules donnent les valeurs 
absolues de tanga et de seca, quels que soient la grandeur et 
le signe de Tare a, parce que dans les deux triangles rectan- 
gles OMP et OAT les angles en O seront toujours egaux , 
puisque les trois points O, P, A sont constamment en ligne 
droite , ainsi que les points O, M, T, de sorte que ces trian- 
gles ne cesseront pas d'etre equiangles. 

Nos formules seraient encore vraies , meme si les deux 
triangles OPM et OAT n'existaient plus , ce qui arriverait si 
Tare a etait un multiple du quadran ; car, si ce multiple est 
pair, on a 

sina = 0, cos«=dbR, tanga = 0, seca = itR, 

et si a est un multiple impair du quadran , on a 

sin^ = ±R, cosa = 0, tanga=QO , seca=oo*, 

et ces valeurs verifieront encore nos formules. 

11 n'y a done plus, pour constater leur generalite , qu'a 

* On voit, en effet, que si un arc se termine en B ou en B', la direc- 
tion de la secante , coincidant avec celle du diametre BB', est alors pa- 
rallele a la tangente TOT', de sorte que ces deux lignes peuvent etre 
considerees comme se rencontrant a une distance infinie. 
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ei^aminer si les signes des seconds membres s'accordent 
avec ceux des premiers. Or, si I'on considere la formula 

tanffa=R , on voit que quand Tare a aura son extre- 

mite dans le premier ou dans le troisieme quadran , le second 
membre sera positif comme le premier, et que tous deux seront 
negatifs , lorsque Tare a se terminera dans le second ou dans le 

• 

quatrieme quadran (H). Ainsi la formule tanga=R est 

vraie dans tous les cas. On en dirait autant de T^quation 



seca: 



cos a 



22. Si on applique ces deux formules a Tare (^ — a], on 
trouvera les Equations 

teng^--aj=:R sec(^^-aj= , 

qui reviennent a 



Tfc COS a , R* 

cottt=R - — , coseca: 



sm a sin a 

puisque f ^ — -a) est le complement de a. Ces deux dernieres 

Equations ont evidemment le meme degre de generality que 
celles dont on les a deduites. 

23. Si dans Texpression de tang a en fonction de sin a et 
de cos a, on change a eh (ATrdza), on trouvera 

^^ ^ cos(X-7rdz«) 

mais si k est pair, le second membre de cette Equation revient 
a R- ^= =±tanffa; et a R* "^ — J- tang a, si k est 

cos« ^ ' — cos« ^ ' 

impair; done enfin 

tang(A^±a)=Hztanga [5]. 

On verra de meme que 

cot(A"7r±fl)=±cota [6], 

les signes se correspondant dans les deux membres de cette 
equation et de la precedente. 

Ces deux formules [5] et [6] nous apprenncnt (fie pour que 
deux arcs aierU la rn^me tangente ou la m4me cotaUgente ^ 



?• 






1= 

1- 
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'X 
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ilfaut et il suffit que leur difference soit un multiple quel- 
conque de la demUcirconference , puisque I'expression gene- 
rale de tous les arcs qui ont la meme tangente ou la meme 
cotangente que Tare a est /:7r-j-<z. 

24. Si on suppose A: = 1, et qu'on se borne aux signes 
inferieurs, il viendra 

tang (lu- — a)=— 'tang a, cot (t: — .«)=— •cot a. 

Done les tangentes ou les cotangentes de deux arcs suppU^ 
mentaires sont ^gales et de signes contraires. 

Enfin^ on pourra faire sur les formules [5] et [6] les 
memes observations que nous avons faites au n^ 20 sur les 
ibrmules[1], [2], [3] et [4]. 

V 2S. Pour voir comment varient la tangente, la secante, 
\% cotangente et la cosecante d'un arc quand cet arc varie, 
c- 1 supposera que Tare a croisse depuis z^ro jusqu'a I'infini 
c^.ns les formules des n^ 21 et 22, et comme les variations 
c rrespondantes de sin a et de cos a sont connues (15), il 
s 'a facile de suivre la raarche des seconds membres de ces 
'^ nations (on fera bien de verifier les resultats sur la figure). 
C ji formera ainsi le tableau suivant ; 

=0, tang«=0, secfl=R cotfl=oo, coseca=Qo. 

iug**<90*, tang«aug**, secaaug**, cotadimin*, cosecfldinain®. 
r '=45^ tangflf=R, seca=:Rv^2, cota=R, cosec« = Rv/2. 

. ^=90^, tang«=oo , seca=ooy cota = 0, cosec<a = R. 

aug**'<[180^, tangadinain*, secfldimin*, cot«aug*', cosec^aug*®. 
i=180^, tangflf=0, sec«= — R, cot« = oo, cosecfl = oo. 

«aug*®<270^, tangaaug*", secflraug*®, cotadimin®, cosec^dimin". 
«=270^, taiigfl=oo, seca=oo, cot«==0, coseca= — R. 

«aug*''<;360*, taiigadimin%secadimin», cotaaug**, coseccraug**. 
a=360**, tangfl=0, sec^ = R, cot«=oo, coseca=oo . 

26. Si , comme on le suppose ordinairement , pour plus 
de simplicite, les arcs que Ton considere sont decrits avec 
un rayon egal a Tunite lineaire , les formules trouvees aux 
n^ 21 et 22 deviendront : 

sin*a-|-cos'a=1 [7]; 



a 
o 



ta°g«=^« [8]; sec«=— [9]; 
cota=^ [10]; cos^ca=4- [11]. 



sma ^ J' sinfl 
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27. Mais si, apres avoir obtenu une formule en prenant 
Tunite lineaire pour rayon , on voulait savoir ce qu'elle au- 
rait ete dans toute autre hypothese, on observera que si du 
sommet d'un angle quelconque, comme centre, on decrit 
Fig. 3. entre ses cotes deux arcs MB et M'B', ces arcs seront du 
meme nombre de degres et que leurs lignes trigonometriques 
seront proportionnelles a leurs rayons, de sorte que Ton 
aura, par exemple, 

MP M^ 

AM AM' ' 

Or, si les rayons AM et AM', sont respectivement ^gaux a 
Tunite et a r, et que representant par b la longueur du 
sinus MP, On appelle a le nombre de degres des arcs MB et 
M'B', I'equation pr^cedente deviendra 

7 sin a 



d'oii Ton voit que dans I'equation trouvee, il suffirade rem- 

placer i, c'est-a-dire sin a par ; et comme on en dirait 

autant des autres lignes trigonometriques , on voit que pour 
retablir le rajon dans lesformules troui^es en le supposant 
egal a Vanitd lindaire , il faudra y remplacer chaque ligne 
trigoHom^trique par son rapport au rajon. 
Si Ton avait trouve, par exemple, 

on remplacerait tang(a-|-3), tang a et tang^ respectivement 
par ^"gC^+ ) ^ ^^^ et °^' ■ , et il viendrait ainsi : 

tang a j^ tang b 

tang(« + ^) r ' r 

r tang a tang b ' 

r r 

d'ou Ton tirerait facilement 
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CHAPITRE II. 

DES FONCnONS GIRGVLAIRES. 



28. Les cinq equations du n** 26 ayant lieu entre les six 
lignes trigonometriques de Tare a, on pourra toujours , con- 
naissant Tune de ces lignes, trouver les cinq autres. Pour en 
donner un exemple, nous nous proposerons de calculer le 
sinus et le cosinus d!un arc dont la tangente est connue, II 
n'y aura, pour cela, qu'a resoudre les equations 



sin'a-|-cos'a=1 [7]; tanga=^^ [8]. 



Pour y parvenir de la maniere la plus simple, nous ajoute- 
rons Tunit^ aux carres des deux membres de I'equation [8] , 
ce qui donnera, en ayant egard a Fequation [7], 

4 -|--tang*a=1 A 5- = —^ ; 

* ^ • cos'« cos'« 

et on deduit facilement de cette demi^re 

cos'<2= .— i ;- , d'ou cos a = ± , = ? 

l+tang*fl' y/l-|-tang«« 

mais Tequation [8] donne sin<2==tanga cos a : ^ [12]. 
done sm a=— ^ ° 



y/14-tang'fl! 

Dans ces deux formules les signes se correspondent, c'est- 
a-dire qu'il faut prendre dans toutes deux les signes supe- 
rieurs ou les signes inferieurs en menie temps , et le pro- 
bleme admet deux solutions , si Tare a n'est pas donne. 
En effet, ces formules exprimant le sinus et le cosinus de 
Fare a en fonction de la quantity tangrt, doivent nous donner 
le sinus et le cosinus de chacun des arcs dont la tangente est 
egale a cette grandeur; mais tons les arcs qui ont la meme 
tangente que Tare a sont compris (25) dans la formule 

ki:-^a\ 
done nos formules determinent (1 S et 1 7) 

sin(^7r-j-a)=±sina, et cos(A:7r-|-a)=±cosa; 

done elles devaient nous donner chacune deux valeurs egales 
et de signes contraires. 

Trigonometrib. 2 
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Mais si Tare a est donne, il n'y a plus qu'une seule solu- 
tion; et, en examinant a quel quadran il appartient, on saura 
lequel des deux signes il faut prendre devant les valeurs de 
sin a et de cos a. 

Exemple. Soit tanga=— — r=; on aura 

cosflj=±~-> smfl=:qij, 
de sorte que les deux solutions du probleme sont 

fcos/3J=~-, sinflj= — ^j et (cosa= — ^, sina=-|-jj. 

Si Ton ajoute que Tare a est de \ 50^^ son sinus sera positif, 
et son cosinus sera negatif , et on aura en consequence 

cos 150^=—^, sin150^=i- 

29. Cherchons actuellement a cahuler les sinus et co-^ 
sinus de la somme de deux arcs en fonction des sinus et 
des cosinus de ces arcs. 
l^ig. 4. \^ Demonstratiott. Soient CA==<^ et CB=i deux arcs 
dont la somme BCA = a -[- A est moindre qvCun quadran. 
J'abaisse du point C les perpendiculaires CPA' et CQB' sur les 
rayons OA et OB : CP et OP seront le sinus et le cosinus de a^ 
CQ et OQ seront le sinus et le cosinus de Tare &; de plus, les 
arcs CA' et CB' etant les doubles de CA et de CB , Tare A'CB' 
sera le double de ACB, de sorte que le sinus de ce dernier 
sera la moitie de la corde A'B'(6) ; or, si Ton joint les points 
A' et B' avec Textremit^ D du diametre CD, on formera un 
quadrilatere CA'DB', dans lequel on aura , en vertu du theo- 
reme de PxcLiMEE {dans tout quadrilatere inscriptible te 
produit des dmgonales est 4gal a la somme desproduits des 
cdtes opposds\ 

CD.A'B':=:CA'.DB'-fCF.DA', 
d^ou , en divisant par 4, 

sin(£X-|-6)=sinfl5 cos& -|-sin& cos« ; 
car DB'=20Q =2cos h et DA'=20P = 2 cosa. 

Pour avoir le cosinus de Tare (a -4- i),je tire le diametre A'E 
et je joins B'£ : cette droite sera le double de cos(a-|-^); 
car, a cause du triangle rectangle A'B^E , on a 

B'E=V'4— 4sin'(a+^)= lQO%{a^b\ 
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Je tire DE ^ et le quadrilatere inscrit CDEB', donne 

CD.B'E=DB'.CE— CB'.DE, 
d'oii ^ en divisant par hj 

cos(a-|-i)=cosacos^ — sina sin^. 

(La figure CADE est un rectangle.) 

2' Dbmowstkatioit. Soient CA=a et AB=::6, deujt arc» Fig. &. 
dont je suppose la somme CB moindre qu'un quadraa , je 
joins OA et je tire BE perpendiculairement a cette droite ; 
pui& des points A et B j'abaisse sur OC les perpendiculaires 
AD et BF : on aura evidemment 

AD=:sin<2, OD=cos^, BE=:sini, OE=cosA, 
BF=:sin (€«+/>), OF=cos(a+Z>). 

Cela pose, je mene par le point E les droites £6 et £1 paral- 
lelement a AD et a OC; il en resulte 

sin(a+i)=EG+BI et cos(a-|-A)=OG— EI, 

de sorte qu'il s'agit de calculer ces quatre lignes EG, BI , OG 
et £1 en fonction des sinus et des cosinus des arcs a et b. Or, 
les triangles semblables OAD et OEG donnent 

oD:OG::OA: OE :: ad :eg, 

ou cosaiOG:: 1 :cosA::sina:EG. 

On tire de la 

OG=cos a cos b et £G=sin a cos b* 

Les triangles OAD et BEI etant aussi semblables , puisque 
leurs cotes sont perpendiculaires chacun a chacun , pn aura 
pareiUement 

OD!Bi::OA: be :: ad:EI, 
oil c<3sa:Bi:: i :sinA::sina:Ei, 

d'oii Bl=sin b cos a et £I==sin a sin b. 

En remplagant , dans les valeurs de sin(a-[-i) et de 
cos(a-l-T^), EG, BI, OG et EI par les valeurs que nous ve- 
nous de trouver, il viendra 

sin (a-|"^)==sina cosi-j^sini cosa [1 3], 
cos(a+^)=cosa cosb — sin^ fmb [14]. 

Ces formules nous apprennent : 

4 ** Que le sinus de la somme de deux arcs est egal a la 
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sormne des produits que Von obiient, en multipliant le sinus 
de chacun aeux par le cosinus de F autre; 

2® Que le cosinus de la somme de deux arcs est ^gal au 
produit des cosinus de ces arcs diminud da produit de leurs 
sinus. 

50. Pour prouver que les formules [13] et [14] sont ge- 
n^rales , il suffira de faire voir qu*elles sont vraies dans les 
trois cas qui suivent : 

1 ^ Cas. Les arcs a e^ b etant tous deux positifs et moirb- 
dres qu'un quadrant leur somme (a-|-b) surpasse 90**. 

Soient d elU les complements respectifs de a et de by leur 
somme (o^-j-^) sera le supplement de {a^b) et , par conse- 
quent, seramoindre qu'un quadran; done on aura (page 8) 

sin(a-|-i)=sin(a'-|-A^)=sinrt'cos^-|-sin ^ cos a' 
=cosa sin^-j-cosisinrt; 

cos(a-j-/^)=: — cos(a'-j-^')=— cosa'cos^-|-sinrt'sin^ 
= — sinasini-[-cos«cosi. 

Done les formules [1 3] et [1 4] conviennent au cas ou chacun 
des arcs positifs a et b etant plus petit que 90", leur somme 
surpasse un quadran. Ainsi elles sont i^raies pour toutes les 
valeurs positives de ^ et deh moindres que 90®. 

2® Cas. a ^^ b sont deux arcs positifs quelconques. 

Si nous prouvons que les formules [1 3] et [1 4] etant vraies 
pour deux arcs positifs quelconques , elles le seront encore 
lorsqu'on augmentera Tun de ces arcs de 90®, on devra con- 
clure que puisqu'elles s'appliquent a deux arcs d QtU moin- 
dres qu'un quadran (1 ®' cas), elles conviendront de meme aux 
arcs aetb formes en ajoutant un certain nombre de quadrans 
aux arcs d et U, 

Supposons done que d etb soient deux arcs tels que Ton ait 

sin {d-i^h) = sin d cos b-^-sinb cos d, 
cos{d -[- i) = cos d cos b — sin a' sin bf : 
je pose ^=90*' -{-«', et il en resulte 

sin(«-|-i)=sin(90® -\-d'^b)=icos(d-\-b), 
cos(a +*)= cos (90® -|- d-\-b) =— sin(a'-f *) ; 
on aura en consequence 

sin (a-|-A)= cosflf cosi — - sina' sini; 
cos(a-|-i)=— sino^cosA — coso^sin^. 
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Mais , parce que a==^90^-\-c/ y sin a=cosflf et cos a== — sin a'; 
riemplacant done cos d par sin a et *— sin c^ par cos a , il vien- 
dra enfin ' 



sin(a -j- i) = sina cosb -|- sini cosa , 
cos(a -|- ^) == cosa cosi — sin a sinb. 

Les formules [13] et [14] conviennent done a des arcs 
positifs quelconques. 

3® Cas. a e^ b sont deux arcs quelconques positifs ou 
negatifs. 

On pourra toujours trouver deux nombres entiers et po- 
sitifs n et ri assez grands pour que les arcs ^mz-^-a et 
^ri'K'\'h soient positifs, de sorte que Ton appliquera les 
formules [13] et [14] aux developpements du sinus et du 
cosinus de la somme de ces deux arcs ; d'un autre cote , il 
est evident que sin(2/Z7r-|-«-j-2/2'7r-j-i)=sin {a-^-b) et que 
cos(2/27T-j-<35-j-27i'7r-j-i)=cos (a-|-i) ; done on aura 

siD (« + ^) == sin {(2/Z7C + «) + (2/2'7r -j- ^) j === sin (2/27: + rt) cos (2y IT -{- ^) 
-j- sin (S/z'tc - - ^Xos^S/z'-Tc -j- «) = sin « cos ^ -j- sin ^ cos a , 

cos(« -f- ^) = cos j (2/27r + ^) + ^^'^ + ^) j = cos (2/27: + ^) cos (S/z'tt -}- h) 
— sin (2/27: -|-«)sin(2/2'7c -(- h) =cos « cos ^ — sin a sin ^. 

51. Les formules [13] et [14] etant ainsi demontr^es, 
quels que soient les grandeurs et les signes des arcs a et i , on 
pent y changer i en — A , et les formules resultantes 

sin(« — i)=sin<z cosi — sin^ cosrt [1 5], 

cos(a — ^)=cosa cosA-j-sina sin3 [1 6j, 

auront le meme degre de generalite. 

Ces deux dernieres formules serviront a calculer le sinus et 
le cosinus de la difference entre deux arcs quelconques. On 
aurait pu les obtenir par une construction geometrique ana- «. 
logue a celle qui a conduit aux formules [1 3] et [1 4]. et c. 

52. Si dans ces formules [13] et [14] on suppose ^ = 4, 
elles deviendront 

sin2a=2sinacosfl [17]; cos2«=cos*a— sin*a [18], 

et au moyen de celle$-ci , on pourra calculer le sinus et le co- 
sinus du double d'un arc enfonction du sinus et du cosinus 
de cet arc. 
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33. Je change^ dans ces demi^res formules^ a en -xa^ et je 
combine la seconde des equations resultantes 

sin « = 2 sin J cos^ [1 9] , cosa = cos*| — 5in*| [20] , 

avec I'equation 1 = cos* - -|- sin* ^ par voie d'addition et de 
s6ustraction : il vient 

1-j-cosa=2cos*| [21], 1— cosa=2sin*| [22], 

fonnules au moyen desquelles on pourra calculer le sinus et 
le cosinus de la moitid d'un arc en fonction du cosinus de 
sa moitid. 

34. Combinons les Equations [1 3] et [1 5] successivement 
par addition et par soustraction , et nous trouverons 

sin(a-j-^)-|-sin(a— •A)=2sinacos6 p3], 
sin(a-j-i) — sin (a— i) =2sin6 cosa [24]. 

Ces fonnules nous montrent 1** que la somme des sinus de 
deux arcs est egah au double produit du sinus de la demi- 
somme de ces arcs par le cosinus de leur demi-difference ; 
car a est la demi-somme des arcs («--j-i) et {a — 3), et b 
est leur demi-difference ; 2** que la difference des sinus de 
deux arcs est dgale au double produit du sinus de la demi- 
diffdrence de ces arcs par le cosinus de leur demi-somme, 
53. En operant sur les forraules [1 4] et [1 6] comme nous 
• venons de le faire sur [13] et sur [15], on trouvera 

cos(a-j-^)-|-cos(a— /^)= 2cosacosi [25]? 
cos(a-|-^) — cos(a — ^)=^— -2sina smb [26]. 

Ces formules, que Ton fera bien de traduire en langage or- 
dinaire, donnent, ainsi que les fonnules [23] et [24], le 
moyen de transformer en un produit de deux facteurs la 
somme ou la difference des cosinus ou des sinus de deux 
arcs, et par consequent de calculer cette somme ou cette 
difference par logarithmes. 

36. Si Ton multiplie membre a membre les equations 
[23] et [24], on obtiendra Tequation suivante : 

sin*(a-|-^)— 'sin*(a — 3)=sin2« sin 2^ [27] ; 
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car 

2sinacos£.2sm&cosa=2smacosa.2sin6cos&=r8in2asm2&. 

Ainsi la difference des carris des sinus de deux arcs est 
dgale au produit du sinus de la somme de ces arcs par le 
sinus de leur difference. 
On tirera de meme des equations [25] et [26] la suivante : 

cos*(a-[-i)— cos'(a — 6)=— •sin2a sin2i [28]. 

Au moyen de ces formules [27] et [28], on pourra encore 
calculerpar logarithmes la difference des carrds des sinus ou 
des cosinus^des deux arcs. Si ces arcs ^taient, par exemple, 
de 1 20^ et de 30% on aurait 

sinM20"— sin«30*=sin150"»in90' = sin30"= i. 

37. Si Ton dWise membre a membre les Equations 

sin(a-}-^) -j- sin (a— 6) =2 sin a cosb [23], 
sin(a-|-i)— sin(a — i)=28ini cosa [24], 
il viendra 

sin(a-^/5')-f-sin(flf— ^) smacosb , 

sin(a4"^) — s"^(^ — ^)''^sin^cosa ^ ' 

ou , parce que coti= r j en vertu des formules [8] et [1 0], 

sm(a+b)^8m(a—b) __ tangg rggn 

sin(fl-{-^) — sin (a — h) tangd L -*' 

Aidsi la^omrm des sinus de dmx arcs est h leur diff^ 
rence comme la tangente de la demi-somme de ces arcs est 
a la tangente de leur demi-difference ; car a est la demi- 
somme et b la dcmi-difference des arcs (a -[-6) et (a — b). 

On pent donner de ce theoreme une demonstration geo- 
metrique qui est remarquable par sa simplicite , mais aussi 
qui est bien moins gen^rale que la precedente. Solent CA=a, Fig. 7. 
CB=i les deux arcs que Ton considere; si par les points A 
et B nous menons une perpendiculaire AA' et une parallele 
BDE au diametre OC , il est clair que Fare BA' est la somme 
des arcs a et bj que BA est leur difference , et que 

DA'=8ina*^sin4, DA=sina— sini. 

Or, si Ton joint EA et EA', les angles A'EB et AEB auront 

respectivement pour mesures —3— et — 5 — . II faut done 
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construire les tangentes de ces angles. Pour cela, je decris du 
point E, comme centre et avec le rayon du cercle donne^ un 
arc de circonference FGF' : Tangle A'EB aura GF pour me- 

sure, et celle de AEB sera GF; done GF=— III — , et 
GF= — - — . Si done on mene la tangente KK' au point G, 

on aura GK'=tang-^^^|^et GK=tang-^^ip-. Mais la droite 

EB partage AA' et sa parallMe KK' en parties;^roportion- 
nelles ; done 

DA' GK' ,. sin«+sin* tang-(a+*) 

-7r-r-=-pT^ OU Oien -: • :-T = Z • 

DA GK sma — smo 1 , 

58. Si on divise les deux membres de Fequation 

sina=2sin^ cos I" [1 9] 

respectivement par les deux membres de Tequation 

1-|-cosa=2cos*^ [21], ou 1 — cosa=2sin*| [22], 
on trouvera 

sin« ^ a fr»/\T sin« ,a roiiT 

,j-p^=tang- [30J, __-=cot2 [31]; 

et, en divisant les Equations [22] et [21] membre a membre, 
il viendra 

i — cos a 



i+cos«=t»g^i [32], d'ou tang|=±y/l^ [33]. 

Au moyen de cette formule , on pourra calculer la tangente 
de la moitid d'un arc dont on connaitra le cosinus , et si 
cet arc n'est pas donne , le probleme aura deux solutions , 
comme il etait facile de le prevoir. En effet, la formule de- 
mandee devant exprimer la tangente de la moitie de Tare a 
en fonction de la quantite cos a, donnera la tangente de la 
moitie de tous les arcs qui ont pour cosinus la grandeur don- 
nee cos a ; mais tous ces arcs sont compris dans la formule 
(2A-7rdta) ; done la formule cherch^e determinera (25) 

tang^A-Tu+l) =±tang|; 
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done elle doit donner deux valeurs ^gales et de signes eon- 
traires. 

Mais si Tare a est donne, la tangente de sa moitie ne 
pourra avoir qu'une valeur, et la consideration du quadran 

dans lequel se trouvera I'extremite de Fare ^, indiquera s'il 

faut prendre dans la formule [33] le signe superieur ou le 
signe inferieur. 

59. PROBiiaiffE. itani donnd le cosinus d!un arc^ trou^ 
i^er le sinus et le cosinus de sa moitid. 

Les formules 

sin |=:±- V2(1 — cosa) [34], 

cos|=±^\/2(1+<^^s^) P5]> 

qui resolvent ce probleme , resultent imm^diatement des equa- 
tions [21] et [22]. EUes nous indiquent que , si Tare a n'est 
f)as donne , la question a deux solutions. On devra repeter ici 
a discussion du n^ 58. 

Ces formules conduisent a la construction geometrique que 
Ton emploie pour partager un arc en deux parties dgales. 
Betablissons, en effet, le rayon (27) dans la formule [34], 
par exemple, ce qui donnera 

sin^=db^ V2R(R — cos a), 

et supposons que Tare a partager soit AA'B : son cosinus est Fig. 8< 
—•OP, de sorte que la formule deviendra 

sin^=dz|^/AA^AP. 

Mais v^AA'.AP est une moyenne proportionnelle entre AA' 
et AP; done sin^=» AB; si done on abai^^e de O une per- 
pend iculaire KOK' sur AB, on aura sin^=AI; or, AI est 

le sinus commun des arcs AK et AK', et comme la moitie de 
AA'B doit avoir son sinus positif , il s^ensuit que cette moitie 
est AK. 

40. Probleme. ^tant donne' le sinus d^un arc ^ troui^er 
le sinus et le cosinus de sfi moitie'. 
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On salt que cosa==:dr \J\ — sirfa; done, en substituant 
cette valeur dans les formules [34] et [35], on aura les ^qua* 
tions 

sin|=d=iv^2(1zpVl~sin»a) 

et .cos|=:±:|\/2(i±:\/l— sin*5, 

qui leront la reponse a la question. Toutefois on peut les 
simplifier en leur appliquant la formule 

qui sert a calculer, au moyen de deux racines carrees sepa- 
r^es, la racine carree d'une quantite qui est en partie ration- 
nelle et en partie irrationnelle du second degre {Ah.^ 227). 
On posera doncA=2, B=4 (1 — sin'a), ce qui donnera 
A* — B=:4 sin*a, et par suite 

sin| =± - (v^l -["sinaqi V^-^sina), 

co$| =:± - (v^1-|-sina±: ^1 —sin a). 

On parvient directement a ces formules et d'une mani^re 
plus simple , ainsi qu'il suit : 

On a entre les deux inconnues sin-, cos^ et la quantity 

donn^e sin ^, les deux Equations 

sina=2sm2COs^, 4=sin'-+cos'^. 

Si Ton combine ces deux equations par voie d'addition , le 
second membre de I'^quation r^sultante sera le carr^ de 

f sin- -[- cos I J, de sorte qu'en extrayant la racine carree du 

premier, on aura 

rfc \/1-[Tsina =sin 1 4"^^^ |' 

On connait done la somme zt\/l-[-sina des deux incon- 
nues et leur produit - sin a ^ done elles sont racines de la 
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double Equation du second degr^ 

a^zsp, v^T^sina .^-j-s sina=0 [a]; 
or, on en tire 



±i/l + sma±^l — una 



2 

et de ces quatre valeurs chacune appartient ^galement a 
sin- et a cos^; car il n'y a pas de raison pour regarder Tune 

d'elles comme la valeur de sin ^ plutot que celle de cos^, a cause 

de la symetrie des equations proposees : seulement il faudra 
grouper ces valeurs de maniere que le premier radical ait les 
memes signes dans les valeurs de ces inconnues j et que le 
second y ait des signes contraires , puisque chaque groupe 
doit representer les deux racines de Tune ou de Tautt'e des 
Equations [a]. On aura done 

. a ^ i/4 4- sin a dr v/i — sin a \ 

^ _ , ^ , ^\ [361; 

a ±: vl 4-sinflic:i/l — sinal ^ -* 

co^^^^-^L^ f:^ ) 

formules dans lesquelles les signes du meme radical se cor* 
respondent. 

Le probl^me a^ comme on voit, quatre solutions , et c'est 
ce qu'on pouvait pr^voir. En effet, la premiere des formules 

cherchees , par exemple , devant exprimer la valeur de sin ^ en 

fonction de sin a^ determinera le sinus de la moiti^ de chacun 
des arcs qui ont pour sinus la grandeur donn^e sin a ; or, 
tons ces arcs sont compris dans les formules 

2A^4-«, et {2k-\-\y—a^ 

done cette formule fera connaitre les valeurs de 

sinrAir+0=±:sin|, et de sin ^A-iu-j-^ — 0— =^^^^l5 

ainsi elle aura quatre valeurs, savoir, ztsin^ et ±cos^, 

egales deux a deux et de signes contraires. 

Si Tare a est donne , on sent qu'une seule des valeurs com- 
prises dans chacune des deux formules [36'] pourra convenir 
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a 



au sinus ou au cosinus de Tare ^; mais comment la distin— 

guer ? On verra facilement si Tare ^ doit avoir son sinus positif 

ou negatif , en le transformant en un multiple de la demi-cir- 
conference, augmente ou diminue d'un arc moindre que 
90® (20); supposons, par exemple, que ce sinus doive etre 
positif , alors on rejettera les deux valeurs negatives , et 
comme des deux autres valeurs Tune doit etre le sinus de 

- et I'autredbcos^, il nes'agira, pour lever la difficulte, 

que d'examiner laquelle de ces deux lign^js a la plus grande 
valeur absolue, ce qui sera facile ^ puisque nous avons deter- 
mine un arc moindre que 90®, dont le sinus et le cosinus sont 

egaux en valeur absolue au sinus et au cosinus de Tare 3 (1 S 

et 16), et que dans le premier quadran le sinus d'un arc 
moindre que 45® est plus petit que son cosinus , tandis que 
c'est le contraire si cet arc est plus grand que 45®. Si , par 

i 

exemple, on nous dit que le sinus de 1650® est egal a ^, et 

qu'on demande le sinus de 825*^, on verra d'abord que 825® 
valent cinq demi-circonferences — 75®, et qu'ainsi le sinus de 
825°est positif et egal a celuide 75®; or, cet arc etant plus 
grand que 45®, son sinus est plus grand que son cosinus ; 
done 



sin 825-= |(y/|+V^), 

41 . PiioBLiiME. Etant donnd le sinus ctun arc, cahuler 
le sinus du tiers de cet arc. 

On resoudra ce probleme en cherchant une relation entre 
le sinus d'un arc et celui du tiers de cet arc. Faisons done 
i=: 2« , dans la formule [1 3] , et il viendra 

sin 3a = sin a cos 2a -j- sin 2a cos a ; 

mais sin 2« = 2 sin a cos a et cos 2a = 1 — 2 sin' a ; 

done sin3a = sina — 2sin'^a-j-2sina cos'a. 
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ou en remplacant cos' a par (1 — sin' a) , et reduisant 

sin 3a = 3 sin a — '4 sin' a [37] , 

formule qui donne le sinus du triple d'un arc en fonction 
du sinus de cet arc. 

Changeons a en ^ , cette formule deviendra, apres avoir 

transpose et divise tons ses termes par 4 , 

sin'f— |sin|+isin«=0 [38], 

ou, en remplacant, pour abreger, sin- par Xy et sin a par b, 

^-1^+1=0 [39]- 

Ainsiy en r^solvant cette equation^ on obtiendra trois valeurs 

pour rinconnue sin-, de sorteque la question a trois solutions, 

si les trois racines sont r^elles. 

Pour nous en rendre compte , nous repeterons ici les rai*- 
sonnements des n*^' 38 et 40, et nous verrons que cette equa- 
tion doit avoir pour racines les sinus de tous les arcs compris 
dans les formules 

CI* 



.3*3 3 3 

Or, le nombre entier k est de la forme (3/^-j-A') , n etant un 
nombre positif ou negatif , et A' un nombre entier positif 
moindre que 3 ; on a done 



sin 



\T+V ='''' i2/^^+— +3) ='''' (—+3)' 
et sin (—XJZ!-- J = sin {2n^^—^^--J 

Ainsi, enfaisant successivement ^^=0, =1, =2, on verra 
que les sinus de tous les arcs determines par Tequation [39] , 
reviennent a ceux des six arcs 

3* T"l 3^ T"T"3' 
Tz a a 5?? a 



TZ- 



3 3' 3' 3 3* 

Or, nous savons que deux arcs ont le meme sinus lorsque leur 
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somme fait un multiple impair de la ilemi-cireonferenoe ; 
done les arcs ^ et (tt— 0, (^+0 et g— 0, (y+f) 

et (-q-^-*o) ont leurs sinus egaux, de sorte cpie Tequation [39] 

a pour racmes les sinus des trois arcs ^ , -3--r3 ♦ y+s » *^^si 

ses trois racines sont reelles et g^neralement inegales*. 

Si Ton veut determiner trigonometriquement quels sont les 
signes des racines de Tequation [39] , on distinguera deux cas, 
selon que b sera ]> ou <[ 0. 

V Si i > 0, le plus petit de tous les arcs positifs qui auront 

ipour sinus sera <[a? ^^ sorte que, a representant ce plus 
petit arc , on aura 

3^6^ 3"T"~3"*^"6"^ 3"T""3"^T' 
ainsi I'equation aura deux racines positives et une negative. 
On voit d'ailleurs que sing etant ^gala^(6)sinx<[s ^t que 

2** Si i<CO, a sera />ic et <C-a"> ^® *^^^® qu'on aura 

4ic^ T 





3 ^Hjr 



* Et, en efifet, la'condition ij]^-\-21q^<^0 est satisfiadte {Jig:, 482); car 
elle revient ici a ^' — 1 < ; ce qui est vrai, puisque b est un sinus. 
On peut dire encore : si ^>0, ar=0 donnera un resultat positif et 

i:=- donnera — r^-— <C^> done I'equation a deux racines positives 

I'une plus petite etPauti^e plus grande que^; et comme elle en A une 

negative, il s'ensuit que ses trois racines sont reelles. On verrait de 
meme que si ^<C0, I'equation a deux racines reelles negatives, I'une 

i 

plus petite que - et Pautre plus grande. II suffira, pour cela, de changei* 
X en -^07 dans I'equation [39]« 
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Ainsi le sinus du premier de nos trois arcs est positif et ceux des 
deux autres sont negatifs, de sorte que Inequation [39] a alors 

une racine positive et deux negatives. Comme sin— et sin-^ 

sont egaux en valeur absolue a sin^^ on voit que^ dans le cas 
de i <C 0, les deux racijies negatives sont Tune plus petite et 
I autre plus grande que ^. 

Si Fare a n'est pas donne , il n'y aura pas de raison pour 
prendre I'une des racines de Tequation [39] plutot qu'une 
autre pour reponse a la question, et le probleme aura trois 
solutions. 

Si Tare a est donn^ , il s'agit de reconnaitre parmi les trois 

racines de Tequation [39] celle qui est le sinus de ^. Pour cela, 

on ramenera Tare ^ au premier quadran(20),. et on trouvera 

ainsi que sin - est egal a dbsin a, a ^tant <^90®. Si 4^0 et 

que sin^= — sin a, il faudra prendre pour la valeur desin^ 

la racine negative de Tequation [39]; mais si sin^=-[-sina, 
alors la valeur cherchee sera Tune des deux racines positives. 
On ramenera pareillement les arcs -^ — [-^ et -^ — |-g au pre- 
mier quadran , et si Ton trouve , par exemple , que 
sin (-^+1) =-|-sinp, p etant < 90% on prendra pour la 

valeur cherchee la plus petite ou la plus grande des deux 
racines positives, selon que a sera <[ ou > p. On agirait de 
meme si b etait negatif. 

Supposons, par exemple, que a= 1635^; on verra faci le- 
nient qUe sina=sin(97r-p15*'X0, et qu'ainsi Tequation 
[39] a ime racine positive et deux racines negatives. On troii- 

vera ensuite que sin|=— ^sin 5^, sin (^"1^3) = — sin 60 

1635° 
et qU*en consequence la valeur de sin — « — est la plus petite 

des deux racines negatives. 



b, 
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Fig. 9. Si ABC est I'arc donne a , et qu'on veuille le diviser en 
trois parties egales, on n'aura qu'a mener a AA' une parallele 
qui en soit eloignee d'une quantite egale a la plus grande des 
deux racines positives de Tequation [39] , et la portion AM de 
ABC comprise entre cette parallele et le point A sera le tiers 
de cet arc. 

42. Les trois racines de Tequation [39] jouissent de cette 
propri^te remarquable, que leur somme algebrique est nulle''". 
II est facile de le verifier en observant que 

"° (y + 5) + *'°(T+f)=2sin(7r+|)cos| 

^ . fl 1 .a 

= — 2sm 3-2= — sm ^ , 

et qu'ainsi sin \ + sin i^ +1) + sin (~ + = 0. 

On pent aussi le demontrer par des considerations geome- 
triques. 

En effet, les extremites M, M', M", des trois arcs 

AM=:^, AM'=|^ + ^, AM''=^ + f, determinent lessom- 

mets d'un triangle equilateral ; si done on joint le sommet M^' 
au milieu N de MM', on aura 0M''=20N; doncM^'P, sinus 
de Fare AA'M'', est double de la perpendiculaire NQ, menee 
du point N sur le diametre AA'; mais celle-ci est la demi- 
somme des sinus des arcs AM et AM' ; done la proposition 
est demon tree. 

43. Nous avons dit que les trois racines de I'equation [39] 
sont g^neralement inegales. Examinons quelle hypotliese on 
doit faire sur sin a, pour que cette equation ait deux ra- 
cines egales. Pour qu'il en soit ainsi, il faut que les sinus de 

deux des trois arcs ^, — — [- o? "o" "F o soient egaux , et qu en 

consequence la difference de deux de ces arcs soit un mul- 
tiple pair de la demi-circonftrence , ou que leur somme en 
soit un multiple impair. Or, les trois arcs dont il s'agit ne 
peuvent satisfaire a la premiere de ces conditions : pour qu'ils 

* On salt, en eflfet, que quand une equation manque de son second 
terme, la somme de ses racines est nuUe {Alg,y 457). 
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v^rifient la seconde , il faut que Ton ait 

ou I + ^=(2^+1)^, d'ou ^6^-1)^; 

ou encore -^ -[" y =(2^"}"^ ) ^> ^^^ ^i=(6A^ — 3)^. 

Or, tout nombre impair esi de la forme (6A:-[-1), (6^ — 1) 
ou (6/c — 3) ; car, si on le divise par 6 , on ne pent avoir pour 
reste que 1 , 3 ou 5. Done, pour que Tequation [39J ait 
deux racines egales, il faut et il suffit que Tare a soit un 
multiple impair du quadran, ou, en d'autres termes, que 
sin a=zhi *. 

44. PROBLiME. Etant donnd le cosinus d'un arCy caU 
culer le cosinus du tiers de cet arc. 

En raisonnant comme au n^ 41 , on trouvera d'abord 

cos 3a = 4 cos' a — 3 cos a [^0], 

puis ^^^^ — jcos^ — jcosa = . [^"1]- 

La discussion de cette formule sera tout a fait la meme que 
celle de Fequation [38]. 

45. II sera facile, en imitant la marche que nous avons 

suivie au n® 41 , d'exprimer sin-, cos^j sin«, cos=,.... 
en fonction de sin a ou de cos a. Mais on pent obtenir une 
equation qui donne generalement la valeur de sin— ou de 

cos— en fonction de sin a ou de cos a. Le moyen de parve- 

nir a cette equation se deduit d'un theoreme tres-important 
du au geometre fran^ais Moivre, dont il a re^u le nom. 

3 1 

* En effet , Fequation [39] devient ainsi ^— -Tj:db-r==0. Or, on re- 

4 4 

connmt immediatement qu'elle a pour racine ip 1 ; done son premier 
membre est divisible par (xihl). Le quotient de cette division est 

x'if:a:-|--={a:ip-) . Ainsi^ outre la racine zpl, elle en a encore 

1 
deux autres qui sont egales a ± -» 

z 
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Nous allons d'abord faire connaitre et Yinontik et la d^moiuk 
tration de ce theoreme. 

*46. Soient les deux expressions 

cosa-j- sj — 1 sina et cos6-}- y/ — 1 sinb : 
multiplions-les entre elles, et nous trouverons 

(cos aco%b — sin a sin b) -)- ^ — 1 (cos a sin i -f- sin a cos i). 
Done, en vertu des formules [13] et [14], 

(cosa-|-y^ — 1 sinfl) (cosi-j- V' — 1 sinA) 
= cos(a-["^) "[" V":"^ sin (a-j-6). 

Ainsi le produit de deux facteurs de la fonnc(co8a-j-v — 1 wnn) 
est de meme forme que chacun de ces facteurs , et s^obtient en 
rempla^ant dans Tun d'eux Tare qui y entre par la aomme des 
deux arcs que Ton considere. II suit de la que le produit df$ 

trois facteurs (cosa-j-^ — 1 sina), (cos6-j- y-^^ ^^'^ ^) ^^ 
(cos c -|- sj — 1 sin c) sera 

cos(a-}-i-|-c)-j-^— 1 sin(a-|-6-}-c), 

et ainsi de suite. Par consequent , si on veut elever le binome 

(cosa-j- V — 1 sina) a la puissance ntj ce qui revient a faire 
le produit de m facteurs egaux a ce binome, il suffira d'y rem- 
placer a par ma , ce qui donnera 

(cos a -j- v^ — 1 sin a)^ = cos ma -[- \j — 1 sin ma [42] . 

Telle est la formule connue sous le nom de thdoremje de Moi- 
vre. La demonstration que nous venons d'en donner suppose 
que m est un nombre entier et positif ; mais , comme nous 
n'aurons besoin de cette formule que dans ce seul cas , nous 
nous dispenserons de faire voir comment on parvient a en 
prouver la gen^ralite {Alg>f 661). 

*47 . Si on developpe le premier membre de Tequation [42] , 

par la formule du binome de Newton, et aue Ton mette y^— 1 
en facteur commun des quantites qu'il multiplie, on trouvera 
une equation de la forme 

cos/72a-|-^ — 1 sinwa=A-j-B\/~1j 
or, cette Equation se partage dans les deux suivantes 

cos/72a=A et sin/;2a=B; 
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cWf comme on en tire 

(cosma — A) = — \J — 1 (sinma — B)^ 

on voit que si cosma n^^tait pas egal a A, la difference de 
deux quantites r^elles serait imaginaire. Si Ton substitue a A 
6t a B lea quantites qu'elles representent^ il viendra enfln * 



M^ m(m—i) ^^„m^^ ^;^8^ 



[^1; 



[44]. 



cosmaz=cQ3^'a < \ a ^os' a siwa 

, m(m — i)(m — t)(m — 3) -^^ . 4 

4 — i ^/. , /^ ^cos"^asina*— etc. 

sm maz=:m cos^'^^a sm a— -^ — j-^ ^cos'^^flsm'a 

, m(m — i)(m — 2)(»i— 3)(»i— 4) -,. . . 

H 1.2.34.S ico8'»-*asm»fl-etc. 

Remarquons que Texpression de co$ ma ne renfermant que 
des puissances paires de sina, on pourra en eliminer cette 
quantite au moyen de la relation sin*a -j- cos*a ^555 1 , ct on 
aura ainsi la valeur de cos ma en fonction rationnelle de cos a. 
Mais on ne pourra pas eliminer cos a de la formule [44] sans 
y introduire des radicaux , a moins que m ne soit un nombre 
impair. Si m est pair, comme la formule [43] ne renfermera 
que des puissances paires de cosa^ on pourra remplacer cos^a 
par 1 — sin'a , et cos mu se trouvera exprime en fonction ra* 
tionnelle de sin a. 

Si dans les Equations [43] et [44] , on remplace a par - , 

on aura des equations du degre m au moyen desquelles on 

pourra calculer cos- et sin-. Si m est un nombre pair, on 

d^duira de la premiere de ces deux Equations les valeurs de 

sin - et de cos - en fonction de cosa. II est bon toutefois de re- 

772 m 

marquer qu^ Ton pourra se borner au cas de m impair; car, 
pour trouver, par exemple, le sinus de Tarc^, on pent com- 

mencer par calculer sin- au moyen do sina (40), et chercher 

ensuite sin 5- en fonction de sin 3, a Taide de la formule [44]. 



* N'oubliopd pas que (y/— 4)** = + l, (vCri)*^*=:-f y/— 1, 
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48. En groupant les formules [1 3] et [1 5] , [i 4] et [1 6] , 
on trouve 

sm(a±A)=sina cos^dzsini cosa, 
cos(ait:^)=cosa cosAzjzsinasin^; 

.^t si Ton divise ces deux equations membre a membre , il 
viendra (26) 

^ / _i_A\ sin a cos ^ it: sin fc cos a r i 

tan£r(a±o)= y t—j—. — al. 

'^^ ^ cos a cos 6 q= sin 6 sin a »- J 

Je divise les deux termes du second membre de cette Equa- 
tion par cos a cos^^ et je trouve^ en ayant egard a la for- 
mule [8], 

Ung(«±*)=i^g|i^ [45]. 

Ainsi la tangente de la somme ou de la difference de 
deux arcs est ^s^ale au quotient qiCon obtient en di{>isant la 
somme ou la difference des tangentes de ces arcs par Vurdtd 
diminuee ou augmentee du proauit de ces tangentes. 

Comme on a obtenu cette formule en divisant les deux 
termes du second membre de I'equation [a] par cosa cosi, on 
voit que pour ne conserver aucun doute sur la generalite de 
la formule [45] , il faut verifier qu'elle est vraie lorsque Tune 
des quantites cos a et cos^ est nulle^ ou lorsqu^elles le sont 
toutes deux en meme temps. 

Or, si cosa=0, il en resultera tanga=oo et a=(2^-j-1)5 : 

en consequence, on divisera d'abord les deux termes du se- 
cond membre de I'equation [45] par tanga, ce qui donnera 

^_^tang^ 

tang(adii)=— p-^^^^Sf«, 

' znlxxiab 

tang«^^ ° 

et, en faisant a=(2A-[-1)2 dans cette equation, elle se re- 

duira a Tidentite ir:- >= — : ri car 

^^tang^ qztang^^ 

tang(a±i) = tang(A:x+^iiz^) ==F^. 

Enfin, si on a a la fois cosa = et cosi = et partant 
tang a = 00 et tang^ = oo , on divisera par tang a tang 6 les 
deux termes du second membre de T^quation [ 45 ] ; et en y 
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supposant ensuite tang a et tang& infinies, ce second mem- 
bre se r^duira a z^ro ; mais le premier membre devient alors 

tang 1(2^ -|-1)| ±(2^^-1-1)^1 = tang /Z7r = 0; done cette 

Equation est encore verifiee. 

49. Si Ton suppose b = a^ la premiere des formules [45J 
deviendra 

'-82a=,|^ [46V 

Equation qui servira a calculer la tangente du double d'urt 
arc enfonction de la tangente de cet arc. 

50. Si Ton veut deduire la tangente de la moitidd^un arc 
de la tangente de cetarCy on changera dans cette derniere 

formule «en-, et on tirera facilement, de I'equation resul- 

tante ^ la suivante : 

tangatang'|-|-2tang| — tanga=0 [47]. 

Ainsi la question a deux solutions ^ si Tare a n'est pas 
donne. II sera facile de s'en rendre raison , en repefant ici ies 
raisonnements dont nous avons donne plusieursexemples, et 
on reconnailra ainsi que , Ies racines de I'equation [47] etant 

tang^ et tangf |-|-- ) , Ies secantes qui correspondent aux deux 

racines de cette equation se coupent a angles droits. De plus, 

comme tangf|-)-^j = — cot| = , on verra que le 

tang| 

produit des deux racines de I'equation [47] est — 1 . 

51 . PROBLi-ME. Calculer la tangente du tiers d'un arc en 
fonction de la tangente de cet arc. 

Je fais 6=: 2a dans la premiere des formules [45], puis je 
remplace, dans le resultat, tang2apar sa valeur donnee par 
I'equation [46], et il viendra, apres avoir chasse Ies denomi- 
nateurs , 

Si Ton veut verifier cette formule, il faudra donner a 
tang a une valeur particuliere , qui conduise a une valeur 
de tang 3a connue d'avance : en consequence, je suppose 
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a =45^1 cequi entraine tanga=:1y et tang 3a =-*--« 1 4 En 
substituant ces valeurs dans Tequation [48] ^ elle se reduit k 

Maintenant je change aen^y et, apris avoir fait ^vanouir 
le d^nominateur et transpose , je trouverai 

tang^g — 3 tang a tang* - — 3 tang^ -}* *^^g a=:0 [49] , 

Equation qu'il sera bon de discuter *, et dont la solution con- 
duira aux trois valeurs dont tang^ est susceptible, si Tare a 
Tkest pas donn^. On trouvera que ses trois racines sont les 

tangentes des arcs ^, 3"i"3' "3 — H3 ' Q"® ^^ ^^^8 ^>0 , il y en 

a une negative et deux positives, lesquelles sont Tune plus 
petite que 1 et T autre ]> 1 ; mais que si tang a <[ 0, il y a une 
racine positive et deux negatives , I'une plus petite et Tautre 
plus grande que 1 • 

Gette remarque fournira le moyen de distinguer quelle est 
celle des trois racines de Tequation [49] qui sera la tangente 

de Tare ^, lorsque le nombre des degr^s de cet arc sera donne. 

II suffira de suivre la marche que nous avons indiquee au 
n^41. 

Si Ton suppose a =45°, Tare -^-|-| sera ^gal k 135®, et 

ainsi sa tangente sera — 1 ; done, on pourra alors achever la 
resolution de Tequation [49]. 

32* AppiiiCATioNs. I. Calculer par logarithmes les quanr 
tites : 

sindii=sin6 6ina-4-co$6 , _, ^ » 

-J- — J-; -: ! ^; tanga±tang6; 

cos adz cos sm^'— coso ° ^ ^ 

cot a ± cot A; — g^+cot . secarbcosec^. 

' tanga — cot6 

II. Etant donnd le cosinus (fun ate, calculer le cosinus 
du quart de cet arc. ••^La discussion de I'equation d'oii de- 

* On reconnaitra algebriquement qu'elle a des racines reelles , en j 
substituant zero ct -4*1^ sitanga]>0; etsero et^-^l^ si tanga<[0. 
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pend la valeur de cos^ et la determination de ce cosinus, 

quand Tare a est donne^ sont tout a fait analogues a ce cjui a 
ete fait au n" 40. 

in. Etant donn^e tang^Siy calculer tang-. — Discuter 

cette Equation algdbriquement et trigonomdtriquement^ — » 
La resoudre. — Determiner la racine qui est la tangente 

de -Ty en supposant I' arc a connu. — On pouvait pr^voir que 

r^quation s'abaisserait au second degre , parce que , pour par- 
tager un arc en quatre parties egales , on emploie deux bissec- 
tions successivesy et chacune depend d^une equation du second 
degre (50). 

IV. J&tant donnde tangSLf calculer sin^. "^ Discussion. 

V. J^tant donnde la tangente d^un arc^ calculer le sinus 
des ^ de cet arc, — Discussion* 

VI. Calculer tang-^ enfonction de cos a. — Discussion. 

VII. De quel degrd et de quelle forme sera t Equation 
qui (ftablira une relation entre sinUsL et cosSa? 
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CHAPITRE III. 

CONSTRUCTION DBS TABLES TRIGONOBI^TRIQUBS. 



S5. Une TABLE TRiGONOM^RiQUE cst UD tableau a cinq co- 
lonnes dont la premiere renferme tous les arcs croissant en 
progression par difference depuis zero jusqu'a 90^, et dont 
les autres contiennent les logarithmes des sinus ^ cosinus, 
tangentes et cotangentes de ces memes arcs. Les tables de 
Callet^ dont nous allons exposer la construction, ont ete 
calculees de 1 0'' en 1 0^', et les logarithmes des lignes trigo- 
nometriques des arcs correspondants sont exacts a moins d'un 
demi-dix-millionieme pres. Comme le sinus et le cosinus d'un 
arc quelconque sont toujours plus petits que le rayon , les lo- 
garithmes de ces lignes auraient leurs caracteristiques nega* 
tives, si Ton prenait I'unite lineraire pour rayon de cet arc, 
ce qui ne serai t pas commode. On a evite cet inconvenient en 
choisissant le rayon des tables egal a dix billions, c'est-a-dire 
a 1 0^°*. Or, les lignes trigonometriques d'arcs semblables etant 
proportionnelles aux rayons de ces arcs (27), il en resulte 
que , si Ton avait calcule une table de sinus, de cosinus, tan- 
gentes et cotangentes dans Thypothese oil le rayon est I'unite 
lineaire , il suffirait d'ajouter 1 unites aux caracteristiques 
des logarithmes de ces lignes pour obtenir ces logarithmes dans 
le cas ou le rayon est egal a 1 0*". Ainsi, nous allons , en pre- 
nant I'unite lineaire pour rayon , calculer les valeurs des si- 
nus, cosinus, tangentes et cotangentes de tous les arcs crois- 
sant en progression arithmetique , dont la raison est 10", 
depuis zero jusqu'a 90°; nous chercherons ensuite les loga- 
rithmes des nombres ainsi trouves , et en ajoutant enfin dix 
unites a chacun de ces logarithmes , la table sera construite. 

II est clair que le calcul de toutes les lignes trigonometri- 
ques peut se reduire a celui des sinus ; car d'abord , pour 

* Nous verrons , en effet , dans un instant que la valeur du si- 
nus de 10", calculee dans I'hypothese du rayon egal i T unite , est 
0,00004 84813 681 et qu'ainsi la caracteristique de son logarithme 
est — 5. %i 
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avoir le cosinus d'un arc , il sufBt de chercher le sinus de son 
complement, et ensuite il sera facile de trouver les valeurs des 
tangentes et des cotangentes d'apres les relations qui existent 
entre ces dernieres lignes et les premieres (2 6). Mais, en cal- 
culant ainsi les sinus de 1 0^' en 1 0^' depuis zero jusqu'a 90°, 
nous aurions a executer 32400 operations (le quadran vaut 
324000^', et par consequent 32400 fois Tare de 1 0^0 dont 
chacune dependrait de toutes celles qui la precedent , de sorte 
que les erreurs commises sur les sinus des arcs compris entre 
45° et 90°, c'est-a-dire sur les cosinus des arcs moindres que 
45°, pourraient etx^ fort considerables. En consequence, nous 
prefererons determiner separement les sinus et cosinus de 
tous les arcs de la progression 

v0.10^'.20".30"....45°, 

et nous nous trouverons avoir ainsi calcule les sinus et cosinus 
des arcs compris entre 45° et 90°, puisque le sinus ou le co- 
sinus d'un arc plus grand que 45° est egal au cosinus ou au 
sinus de son complement , lequel est plus petit que 45°. 

La premiere chose a faire est evidemment de calculer le 
sinus et le cosinus de \ 0^'. Pour y parvenir d'une maniere el^- 
mentaire, nous commencerons par etablir que V unite est la //- 
mite vers laquelle converge le rapport du sinus d'un arc a cet 
arc , lorsqiion suppose que ce meme arc tend vers zero. Con- 
siderons, en effet, un arc AM=:a moindre quun quadran: Fig. to 
du point M abaissons la perpendiculaire MM' sur le rayon OA, 
menons au point M la tangente MT, terminee au prolonge- 
ment de OA, et joignons M'T. Cette droite sera tangente a la 
circonference au point M', et nous aurons evidemment 

MM'<MAM' et MAM'<MTM', » 

d'oii , en divisant par 2 , 

sin a < a et a<;tang«; 

c'est-a-dire , que tout arc moindre quun quadran est plus 
grand que son sinus y et plus petit que sa tangente. On tire 
de ces inegalites 

sina ^ . ^ sina^ sin a 

<C 1 et "> = cos<^. 

a ^ a "^ tanga 

Ainsi , le rapport — est compris entre I'unit^ et cos a. Mais, 
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a mesure que Tare a diminue, la difTi^rence (1-^cosa) dimi- 
nue et tend a devenir nuUe, puisque, quand un arc decroit 
jusqu'a zero, son cosinus augmente jusqu'a Tunite, donc^ a 

fortiori y le rapport — tend-il vers Tunit^. lien estde m4me 

du rapport"^. 

11 suit imm^diatement de la que , Tare 1 0^' ^tant tres-petit , 

on pourra , sans commettre une erreur considerable , prendre 

sa longueur pour celle de son sinus ; mais avec quel degr^ 

d*approximation cette valeur de sin 10" sera-t-elle exacte? 

Soit a un arc moindre qu'un quadran : on a, d^apres ce qui 

precede, 

. a 

^^I^ a 

d'ou J en multipliant les deux membres de cette in^galit^ par 

a^cos^, 

2sin|cos|>acos'|=aM — sin*|V 
Mais la quantity 2 sin - cos - est ^gale ^ sin a ; la quantity 

M— sin'lj est plus grandeque (l"-^^)* puisque sin|<^-; 

done 

sina]>aM— ~j, d'oii a— sin<a5<^j, 

ce qui nous apprend que la difference entre un arc plus 
petit qu'un quadran et son sinus est moindre que le quart 
du cube de cet arc. 

Or, dans le cercle dont le rayon est Tunite lineaire , 

la longueur de Tare de \ 0'' est ^gale a ■ . ^ , quantite moin*- 
dre que 5 cent-milliemes , ou que 5 • ttu ; done la difference 
entre cet arc et son sinus est moindre que oa-ioia ^^? afortiori^ 
moindre quei.^. Ainsi, en prenant la longueur de I'mc 
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de 1 0'^pour la valeur du sinus de cet arc, Terreursera moindre 
qu'une demi-unite du treizieme ordre decimal. Cette valeur est 

sin10''=0,00004 84813 681. 

Calculous maintenant le cosinus de 1 0^', et, pour cela, nous 
emploierons la formule [22] 

cosa = 1 *— 2sin*s. 

z 

Si on y remplace sin - par ^ , ce qui donnera 



2 



a« 



cosa = ] — 2-7, 

4 

il est clair que Terreur commise sur cos a sera 

2(^-,ln.|)=2(i+sinf)(f_si4), 

done ^ — sin*- <] — ; et par consequent , en prenant 1 — - 
pour la valeur de cos a, on commettra une erreur moindre 
que 2^=7^; mais nous avons trouve que a , qui repr^sente 

rare de 1 0^ est moindre que ^^, 5 done ^ < ggg-jQTe? quan- 

4 1 

tit^ moindre que j . jjr^g. Done , en calculant cos 1 0^' au moyen 

de la formule cos a = 1 — -^ , I'erreur sera moindre qu'une 

demi-unit^ du \ 8« ordre decimal; a plus forte raison , pour- 
rons-nous nous borner aux treize premiers chiffres decimaux , 
comme nous Tavons fait pour le sinus, et nous trouverons 
ainsi que 

cos 1 0^'=0,99999 99988 248. 

Cela pose , si nous nous rappelons que la somme des sinus 
de deux arcs est egale au double produit du sinus de la demi- 
somme de ces arcs par le cosinus de leur demi-difference (S4), 
et que la somme des cosinus de deux arcs est ^gale au double 
produit du cosinus de la demi-somme de ces arcs par le co- 
sinus de leur demi-difference (3S), nous anions, en designant 
par a un terme quelconque de la progression, 

T0.10''.2tf'.30^40^.*.45^ 
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nous aurons j dis-je j 

sin {aJ^X 0^0+sin (a— 1 0'0=2sin a cosi 0'', 
cos(a4-1 O^0-|-cos(a— 1 0'0=2cosa cosi 0". 
On tire de ces equations : 

sin (a-|-1 O^0=2cos1 0^^sin ^— sin {a—\ O'O M, 
cos(a4-1 0'0=2cos1 O^^cosa— cos(a— 1 0") [q\. 

Or, a — 10^', a J rt-[-10'' sont trois termes consecutifs de 
notre progression; done, pour calculer le sinus de Vun 
quelconque des termes de cette progression , multipliez le 
double du cosinus de la raison par le sinus de tare prd- 
cedent ^ et retranchez du produit le sinus de Varc ante^ 
precedent. Mais on connait le sinus et le cosinus des arcs 0® 
et 10"; done, on pourra calculer, par cette regie , le sinus de 
20", puis celui de 30", de 40",.... et s'elever ainsi, de 10" 
en 1 0", jusqu'au sinus de 45°. On calculera les cosinus de ces 
memes arcs d'une maniere analogue. 

La valeur que nous avons trouvee plus haut pour cos 1 0'' 
differe tres-peu de I'unite : cette remarque a fourni le moyen 
de simplifier considerablement les calculs precedents.^ Desi- 
gnons, en eflfet , par k le double de la difference entre I'unite 
et cos 1 0", c'est-a-dire , posons 

^ = 2(1— cos 10") = 0,00000 00023 504; 

il en resultera que 2 cos 1 0"= 2 — A* , et , en substituant cette 
expression dans les formules [yy] et [y], on pourra ecrire les 
valeurs de sin(a-|-10") et de cos(a-|-10") ainsi qu'il suit : 

sin («-J-1 0")=sin a-j-Fsin a — sin (a— 1 0")] — A"sin a, 
cos(a-(-1 0")=cosa-|-[cosa — cos(a — 10") — A"cosa. 

Ainsi , pour calculer le sinus de Tun quelconque des arcs 
de la progression proposee y ajoutez au sinus de Tare pre* 
cedent Vexces de ce sinus sur celui de Tare antS-pr^cedent , 
et retranchez de la somme le produit du nombre constant k 
par le sinus de Pare precedent. Le cosinus se calculera d'une 
maniere analogue. 

On voit que I'application de cette regie n'exige d'op^ration 
qui puisse paraitre laborieuse , que la multiplication de k par 
sin a ou par cos a; or, on pent d'abord reduire cette multipli- 
cation a une simple addition, en formant, une fois pour 
toutes , les neuf premiers multiples de ce nombre constant k. 
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D*un autre cote, cette multiplication de k par sin a se r^duira, 
dans les cas les plus compliques, a Taddition de 5 produits 
partiels, tels que le premier contiendra 5 chiflfres significatifs, 
et chacun des autres un de moins que le precedent* Suppo- 
sons, en effet, que sina = 0,73496 88987 654, parexem- 
ple. Pour faire le produit de k par ce nombre, nous devrons 
ajouter ensemble les 7®, 3% 4®, 9®, 6®, 8®,.... multiples de /f, 
mais dans lesquels on aura recule la virgule de 1, 2, 3, 4, 
5, 6,.... rangs vers la gauche, puisque les chifFres 7, 3, 4, 
9, 6, 8.... representent respectivement des unites decimales 
du \ ^, 2®, 3®, 4®, 5®, 6®, . . . . ordre ; or, ces multiples de k se 
composant de treize chiffres decimaux dont les sept premiers 
au moins sont des zeros, on voit que le produit de k par 0,7 
ne renfermera pas plus de 5 chifFres significatifs , si , comme 
on le doit, on ne conserve dans ce produit que 13 decimales. 
De meme, le produit de k par 0,03 ne pourra pas contenir 
plus de 4 chiffres significatifs, etc. Ainsi la multiplication de 
k par sin a s'effectuera tres-rapidement. 

Lorsqu'il s'agit d'executer tant de calculs, on doit chercher 
a verifier les resultats aussi souvent qu'il est possible , et ces 
verifications sont d'ailleurs utiles pour savoir sur quel degre 
de precision on pent compter. En consequence nous allons 
indiquer le moyen de calculer directemenL les sinus et cosinus 
des arcs de la progression 

v0.9^18^27^36^45^ 

Nous avons vu precedemment que sin 45^=^. II est facile 

aussi d'avoir le sinus de 18®; car il est la moitie de la corde 
qui sous-tend Tare de 36^*, c'est-a-dire le dixieme de la circon- 

ference ; mais le cote du decagone regulier est egal a ^ ~ ; 
done sin18'=j(v^— l). On tirede la cos18'=\/l— sinM8® 

=^1 + 2^5. 

En substituant ces valeurs de sin18'* et de cos 18® dans les 
formules [1 7] et [1 8] , on obtiendra celles de sin 36® et de 
cos 36®, et, au moyen des formules [36], il sera egalement 
facile de calculer le sinus et le cosinus de 9®. Les memes Equa- 
tions [36] nous conduiront aux valeurs du sinus et du cosinus 
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dc 27*; car le sinus de 54* est connu, puisque cet arc est le 
complement de 36*. On formera de cette maniere le tableau 
suivant : 

sin 9*= j( ^3 + v^5— Vs — )/%) ; cos 9«=l(/3 + sf%+ s/s— sjt)^ 

4 A 

si»27«=i(V5 + v^-^V^3 — V/H); cos270=:i(\/5 + i/5+V3 — y^). 

sin36<»=iVlO— 2v^5 cos36<>=^l-f V^. 

2 2 

II sera facile de calculer ces formules aussi exactement qu'on 
le voudra, et, en comparant les resultats ainsi obtenus, avec 
ccux fournis par le calcul de 1 0'' en \ 0^', on verra quelles sont 
les d^cimales communes aux valeurs trouvees pour le sinus ou 
pour le cosinus d'un meme arc , et on saura , de cette ma- 
niere, sur quel degre d'approximation il est permis de comp- 
ter pour les valeurs intermediaires. On supprimera les deci- 
males inexactes, on cherchera les logaritlimes des nombres 
exprimes par celles que Ton aura conservees ; et la table des 
logaritlimes des sinus et des cosinus sera construite. On en 
deduira facilement celles des logaritlimes des tangentes et des 
cotangentes , et il ne restera plus qu'a ajouter 1 unites a 
chaque logarithme trouve pour avoir les tahles trigonometric 
ques usuelles. 
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CHAPITRE IV, 

VOMUJUKS PW9, LA BisOLUTIOK l>E8 TRUKGUiS HSCTILlliHSS, 



S4^ Nous aliens maintenant nous occuper de former les 
equations qui ont lieu entre les cotes d'un triangle et ses 
angles 9 mais auparavant nous rappellerons que si du som- 
met d'un angle quelconque A on decrit entre ses cot^s Fig. 3. 
les arcs MB , M'B', M^'B^', .... les sinus de tons ces arcs se- 
ront proportionnels a leurs rayons , de sorte que Ton aura 

MP M'F MV ^ AT \ K . ^A / 1 

AM^^^ AM'^^^'AiiF^^ Amsi 1 angle A etantdonne , le rap- 
port du sinus de Tun quelconque de ces arcs au rayon de cet 
arc est determine, et r^ciproquement * ; par consequent ce 
rapport suffit a la determination de Tangle A. On I'a nomme 
le sinus de Tangle A. Nous appellerons done sinus d'un an- 
gle le rapport du sinus de fun quelconque des arcs compris 
entre ses cdt^s et d^crits de son sommet comme centre au 
rayon de cet arc. Ce rayon etant arbitraire, nous convien- 
drons, pour plus de simplicite, de le prendre egal a Tunit^ 
lineaire , et alors le sinus d'un angle sera le nombre abs trait 
qui exprime la longueur du sinus de tare compris entre ses 
cdtes et decrit de son sommet comme centre avee V unite 
lindaire pour rajon. Comme cette definition s'etend aux au- 
tres lignes trigonometriques, on voit que les symboles sin A, 
cos A, tangA, cotA, etc., qui entreront dans nos formules, 
ne seront que des nombres abstraits. 

SS. Thi^or^me. Dans tout triangle y le double produit du 
cosinus d'un angle par les deux cdtds qui le comprennent 
est dgal a la somme des carrds de ces aeux c6tds diminude 
du carre du troisieme. 

Soit ABC le triangle propos^, nous conviendrons de desi- Fig. 11. 

* Observons cependant que, comme deux arcs supplementaires out des 
sinus cgaux , la comiaissance du rapport du sinus d'un arc intercepte 
par les cotes d'un angle au rayon de cet arc , ne determine pas comple- 
tement cet angle , puisqu'il y en a deux pour lesquels ce rapport est le 
ni^me. U faut encore savoir si Tangle dont il s'agit est aigu ou obtus. 
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gner les angles de ce triangle par les lettres A , B , C placees 
a leurs sommets, et les cotes opposes respectivement par a^ 
bj c. Ainsi A et a designeront Tangle BAG et le cote BG. 
Gela pose, abaissons du sommet G une perpendiculaire CI 
sur le cote oppose AB, et nous aurons, en vertu d'un th^o- 
reme connu de geometrie, 

a*=i«-|-c'— 2c.AI. 
Or, si du point A comme centre avec I'unite lineaire pour 
rayon, on decrit Tare DE entre les cotes de Tangle GAI, et 
qu'on abaisse DF perpendiculairement sur AI, cette droite 
DF sera le sinus de Tangle GAI, et partant de Tangle A (34), 
et AF en sera le cosinus; mais les triangles AGI et ADF sont 
semblables; done 

AD;AG::AF:AI, 

ou 

i iby. cosA : AI=^ cos A. 

Substituant a AI cette valeur dans Texpression de a', il 
viendra 

a*=Z>'-[-c* — 2^ccosA. 

Quoique cette formule ait ete ^tablie en supposant que 
Tangle A fut aigu, elle n'en convient pas moins au cas ou cet 
angle serait obtus ; car, au lieu d'avoir 

a»=^-f.c*— 2c.AI, 
on aurait 

a*=6«4-c*+2c.AI; 

mais aussi Tangle GAI etant alors le supplement de Tangle 
BAG, son cosinus AF serait ^gal a— cos A , et par consequent 
on aurait encore 

a'=:^*-[-c' — 2^ccosA. 

Enfin cette Equation est encore vraie quand Tangle A est 
droit , puisque , d'apres le theoreme de Pjthagore , on a , 
dans ce cas , 

En transposant les termes a' et — 2^ccos A, il viendra 

2bc cos A=A*-|-c' — «', 

ce qui est la traduction algebrique de notre theoreme. 
S6. Si Ton applique le theoreme que nous venons de de- 
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montrer successivement aux trois angles A, B et C du triangle 
AfiC, on obtiendra les trois equations suivantes : 

2bc cos A= ^'-l-c'— '«*, \ 

2accos B=a»--c'— ^, [ [50] 

2«icosC=a"4- ^— ^ J 

qui fournissent la solution complete du probleme general que 
se propose la trigonometrie, puisqu'elles renferment les six 
elements de tout triangle , et qu'ainsi, lorsque Ton connai- 
tra trois de ces quantites, on pourra en deduire les trois 
autres. Cependant , s'il s'agissait de calculer les trois cotes en 
fonction des trois angles , on devrait trouver des valeurs 
indeterminees pour les inconnues a j b j c ^ puisque tons 
les triangles equiangles ont leurs cotes homologues propor- 
tionnels. 

Le probleme de la resolution des triangles est done ramen^ 
a une simple question d'algebre , a la resolution des equa- 
tions [50]. Or, les formules qui donneront les valeurs des 
inconnues , contiendront chacune Tinconnue et les trois don- 
nees , c'est-a-dire quatre des elements du triangle; et comme, 
avec ces six elements, on ne pent former que les quatre com- 
binaisons suivantes : 

Vn cdte et les trois angles; 
Deux cdtds et les angles opposes ; 
Deux cdtes y tangle compris et V angle opposd a tun 
dteux; 

Trois cdtds et un angle ^ 

il ne pent pas y avoir plus de quatre classes de formules a 
chercher. Mais une equation ne pent pas renfermer un cdte 
et les trois angles , sans .quoi il serait possible de resoudre 
un triangle dont on ne connaitrait que les angles ; d'un autre 
cote, notre theoreme fondamental nous donne une relation 
entre les trois cdtds et VLn angle; ainsi il n'y a reellement a 
chercher que les formules de la seconde et de la troisieme 
classe : c'est ce que nous allons faire en commen9ant par le 
cas des triangles rectangles. 

Comme Tangle droit est alors une donn^e de la question , et 
que les deux angles aigusd'un pareil triangle etant complemen- 
taires, le sinus ou la tangente de Tun pourra etre remplace par 

Tri«onoh^trie. 4 
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le cosinus ou par la cotangente de Tautre , et i>ice v^rsa , il fau- 
dra trouver deux equations qui contiendront respectivement : 
L hypotenuse y un cdte de P angle droit et un angle ; 
Les deiix cdtes de V angle droit et un angle. 
Fig. 12. 57. Je suppose done que I'angle A soil droit : j'exprimerai 
cette condition dans la seconde des equations [50], en y 
^crivant que c^r^zlf-^t?^ et je trouverai ainsi, toutes reduc- 
tions faites, 

c=acosB, 

ce qui nous apprend que, dans tout triangle rectangle ^ 
chaque cdtd de V angle droit est le produit de thypotdnuse 
par le cosinus de V angle adjacent ou par le sinus de 
P angle oppose; car cos B=sin C. 

S8. II suit de la que la projection d^une droite sur une 
autre est egale au produit de cette droite multipliee par le 
cosinus de tangle aigu qu'elles font entre elles. En effet, 
Fig. 13. supposons que par les extremites de la droite AB on ait mene 
deux plans perpendiculaires a la droite indefinie UV, la por* 
tion A'B' de cette droite comprise entre eux sera la projection 
de AB. Mais, si par le point A on tire une parallele AC a UV, 
terminee en C a la rencontre du plan qui passe par le point B, 
cette droite AC sera egale a A'B', et Tangle BAC qu'elle for- 
mera avec AB sera ce qu'on est convenu d'appeler Tangle a 
de AB avec UV ; or, le triangle rectangle ABC donne 
AC = AB * cod BAC , ou bien A'B'r= AB . cos a , ce qu'il fallait 
demontrer. 

39. Le tlieoreme du n^ 57 nous donne les deux equations 

c=ti=acosB, b=:asinB: 

si Ton divise ces deux equations membre a membre et qu'on 
se reporte a la formule [8], on trouvera 

i=ctangB; 

Fig, 12. c'est-&*dire que, dans tout triangle rectangle^ un cdt^ quel'- 
conque de I'angle droit est egal a la tangente de P angle 
opposd multipliee par P autre cdtd de V angle droit. 

60. Si Ton veut demontrer synthetiquement les deux 
theor^mes que nous venons d^etablir sur le triangle rectangle, 
on d^rira, du point B comme centre et avec Tunite lin^aire 
pour rayon , un arc de cercle DE entre les cot^s de I'an- 



RELATIONS ENTRE LES £LfiMENTS D'UN TRIANGLE. 51 

^le ABC , puis en tirant par les points D et E les perpendicu- 
laires DF et EG au c6te AB , on formera deux triangles BDF, 
BG£ semblables au triangle ABC y et en comparant leurs 
cotes homologues , on trouvera 

BD:BG;;DF:AC:;BF;AB> et BE:BA::EG:AC, 

ou bien 

4:a;:sinB:A::cosB:c, et 1 :c;:tangB;6j 

relations d'ou Ton tire 

b=a sinBf c=a cosBj 6=ctangB. 

Ces formules sont la traduction algebrique des th^oremes 
^nonces aux n*"' 6^ et S9. 

61 . Venons maintenant au cas des triangles obliquangles. 
Il s'agit de troui^er d'abord une relation entre les deux angles 
AeiBy par exemple , et les cdtes oppose's dieth (56). 

Les deux premieres des equations [50] renferment ces 
quatre qiiantites et en outre le cote c; done en eliminant ce 
cote, nous aurons la relation clierchee, Pourcela, ilfaudra^ 
conformement aux regies de Telimination entre deux ^qua-< 
tions du second degr^ ^ deux inconnues (Algebrey 224) , 
eliminer d*abord c* entre ces equations 

2AccosA=^'-[-c'— •«', et 2^ccosB=a'-[-<^ — 4^, 

ce qui se fera en les retranchant membre a membre. On trou- 
vera ainsi , toutes reductions faites , 

c(a cos B—- ^ cos A)=e3?-*-fi*. 

On devrait actuellement tirer c de cette equation pour en sub- 
stituer la valeur dans Tune des proposees ; mais il sera plus 
simple de tacher de deduire de ces memes equations une nou- 
velle equation ou c n'entrera encore qu'a la premiere puis- 
sance, et il sufHt, pour cela, deles ajouter, ce qui donnera, 
apres avoir divise par 2c, 

acosB-|-^cosA=c. 

Or, si Ton multiplie cette equation et la precedente membre 
a membre, on pourra supprimer le facteur c qui sera com- 
mun aux deux membres de Tequatioa-produit, et on trouvera 

a'cos'B— 6*cos'A=a'— -6*. 
Cette Equation ne renfermant plus que les deux angles A et 
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B et les cotes a et b qui leur sont opposes , est par conse* 
quent la relation cherchee. Mais on pent lui donner une 
forme plus simple; car, en transposant les termes a'cos'B 
et *— ^, et en ayant ^gard a la formule [7], il viendra 

6sinA=asinBy d'oii sinAlsinB;;^;^. 

C'est done a dire que , dans tout triangle rectiligne , les si- 
nus des angles sont proportionnels aux cdtds qui sont op- 
pose a ces angles. 

On pent donner de cet elegant theoreme une demonstra- 
tion synthetique qui , ne s'appuyant que sur des definitions , 
permettrait d'en faire le theoreme fondamental de la trigo- 
Fig. 14. nometrie *. Soit ABC le triangle propose, je lui circonscris 
une circonference de cercle, et du centre O avec Tunite li- 
neaire pour rayon, j'en decris une seconde qui coupe en 
A', B' et C les droites OA , OB et OC. Je determine ainsi un 

* II faudrait alors pouvoir en deduire le theoreme du n° S5. Or, la 
chose est facile. £n effet , le theoreme de la proportionnalite des sinus 
des angles d'un tiiangle aux cotes opposes , donne les deux equations 

asinB = 6sinA, asinG = csinA. 
On a de plus 

A + B + Cr=180^ 

En eliminant C entre les deux demieres , on trouvera (18) 

c sin A = flf sin (A -f- B) . 

Mais on sait (29) que 

sin(A -|- B) = sin A cos B -[-sin B cos A; 
done 

c sin A = a sin A cos B -f-^ sin B cos A. 

Je remplace a sin B par son egal ^ sin A , et en divisant les deux mem- 
bres de 1' equation resultante par smA, ce qui est permis, puisque 
I'angle A ne pent eti-e egal ni a zero ni k 180^, il viendra 

cz=za cos B -}- 6 cos A. 
Mais de la premiere equation, on tire sinB = , et comme 



cos B = v^l — sin*B , on aura 

^ , /' ^sin^A Ja^—l^sm^K , 

cosB=i/l i — =^^ , done 

y a' a 

cz=iyja^ — 6" sin' A -j- 6 cos A. 
Enfin , si on fait evanouir le radical , on tirera de 1^ 

2^ccos A = ^'-l- ^*— ^*- 
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triangle A'B'C, qui est evidemment semblable au triangle pro- 
pose ABC, de sorte que Ton a 

AB : A'B' : : AC : A'C : : BC ; B'C . 

Or, Tangle A, etant egal a A', a pour mesure la moitie de Tare 
B'C, et par consequent son sinus est la moitie de la corde B'C 
de cet arc (34 et 6). Par une raison semblable, 

sin B:^~ A'C et sin C=- A'B'. Si done on divise par 2 tons 

les consequents de la suite ci-dessus , on trouvera 

c : sinC : ; i : sin B : : a : sin A , 

ce qui demontre notre theoreme. 

62. Nous allons maintenant chercher une relation entre 
deux cdte's (Pun triangle, V angle quHls comprennent et P an- 
gle oppose' a Pun d'eux; par exemple , entre a, i, C et A. Or, 
puisque sinB:^sin(A-|-C), I'equation asinB=isinA, 
devient 

asin(A-|-C)=isinA [51]. 

Telle est la relation demandee. 

Si Tinconnue de la question est une des trois quantit^s a, 
i, C , il sera facile de tirer sa valeur de cette equation ; mais 
si cette inconnue est Tangle A, comment fairePL' equation [51] 
revient a 

h_ sinfA+C) 

a sinA ' 

d'oii Ton tire, par un principe connu d'arithmetique , 

h-\-a sin (A 4" C) 4" sin A. 

h — a sin(A-|-C) — sin A 

ct par consequent, en vertu du theoreme du n® 57, 

h-^a — C ' 

formule au moyen de laquelle il sera facile de calculer la va- 
leur de Tangle A. 

On pent lui donner une autre forme , en observant que 

5 est le complement de ^ , et que —5 — est le complement 



tangS±^ 
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de ^A-j- 2) • ^^ ®° r^sulte que tang 3 = cot -i— = 

et que tang (a+^ =:cot5=A = i— ^. 

^ tang— ^ 

La formule pr^cedente devient par la substitution de ces 
valeurs 



tang -(B— A) 



[52]. 



Ainsi , dans tout triangle^ la somme de deux cdtes est h 
leur difference, comme la tangente de la demi^somme des 
angles opposes a ces c6tds est a la tangente de lew dewir 
dijfdrence. 

Pour demontrer directement ce theoreme, on partira df 

la formule 

h sin B 

a sin A * 

d'oii Ton tirera (57) 

^+^^ sinB+sinA ^ ^°4^+^^ 

h — a sinB — sinA i^ 

tang ^(B— A) 

Comme nous supposons que a, h^ C sont donn^s^ on connait 

A'4-B C 

trois termes dans la formule [52], puisque — ~-=:90^— -; 

on pourra done en deduire — 5 — etpar suite calculer AetB. 

* Ainsi la formule [52] pent tres-bien remplacer la formule [5< ]• 

A Taide de ce theoreme et de ceux que nous avons demon- 

tres aux n®* 35 et 61 , on pourra resoudre un triangle obli- 

quangle quelconque , pourvu que parmi les trois donnees il 

y ait au moins un cote. 

63. Prouvons aivalytiquemekt que la connaissance des 
angles d^un triangle ne peut pas suffire a la determination 
de ses cdte's. Pour demontrer ce principe , je commence par 
^tablir qu'au systeme de trois Equations k trois inconnues 

.A=0, B=:0, C=0 [a], 
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on p«ut substituer les equations 

A+B=0, A+C=0, B+C=0 [p], 

formees en les ajoutant deux a deux. II est d'abord Evident 
que tout systeme de valeurs des inconnues qui satiafait aux 
equations [«] verifie les equations [p]. On voit ensuite que 
tout systeme de valeurs qui verifie les equations [g] ve- 
rifie aussi celle qu'on obtient en retranchant la troisieme 
de la somme des deux premieres , c'est - a - dire Tequation 
(A4-B)-|-(A+C)— (B+C)=0, ou A=0 : par une raison 
semblable, ce systeme satisfait aussi aux equations B=0, et 
C=0; done le systeme des Equations [p] est Equivalent a 
celui des equations [a]. 

D'apres cela , je combine les equations [50] deux a deux 
par voie d'addition , et en supprimant les facteurs c, A, «, 
communs aux deux membres des equations resultantes , ce 
qui est permis , puisque ces quantites ne sauraient Stre nulles, 
il viendra 

acosB--icosA=c \ 
«cosC--ccosA=i [ [-^], 

icosG--ccosB=a j 

de sorte qu'au lieu de trois equations du second degr^, nous 
n'avons plus a r^soudre que trois equations du premier. J'^li- 
mine done c entre les deux premieres ? et je trouve 

a (cos A cos B -|- cos C) -f- i cos* A = ^, 
ou cosAcosB-f-cosC=-sin'A [J], 

Pour Eliminer c entre la premiere et la troisieme des equa- 
tions ['y], on observera que la premiere ne change pas quand 
on y permute a et i, A et B , tandis que par cette meme per- 
mutation la seconde devient la troisieme : si done on fait cette 
permutation dans Tequation P], on aura precisement Tequa- 
tion finale que fournirait 1' elimination de c entre la premiet^e 
et la troisieme des equations ['y]. Cette Equation finale est 
done 

cosB cos A-|-cosCs=s r sin' B [«]. 

Mab, en vertu du n" 61, on a 

asinB=6sinA^ d'oa Ton tire d'sin'BssE^sin'A, 
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et , en divisant les deux membres de cette demiere par ctby 

7 sin'B= - sin*A. 

b a 

Les equations [J] et [s] sont done identiques; done on n'a 
qu'une seule equation entre les deux inconnues a et 6^ 
qui sont par consequent inddtermindes. Quant a leur rap- 
port T, il est au contraire determine, puisqu'il a pour va- 

1 cos A cos B 4-cosC 
leur j-^iV • 

Pour reconnaitre que les equations [-y] sont indeterminees, 
on pourrait observer que les termes tons connus de ces equa- 
tions etant nuls, il suffit de verifier que le denominateur 
commun des valeurs des inconnues «, h^ c, est egal a zero 
{Algebre, 1 32). Or, en formant ce denominateur par la regie 
de Cramer {AlgebrCf 140), on trouve 

— 'Cos'A— cos*B — cos'C — 2cosAcosBcosC-j-l ; 

quantite qui se reduit a zero, lorsqu'on y remplace cosC par 
son egal— cos(A-)-B)=-— cosAcosB-|-sinAsinB. 

64. Comme les tables trigonometriques donnent les lo- 
garithmes des sinus , cosinus, etc. des arcs moindres que 
90^, et non pas les valeurs memes de ces lignes, il faudra 
preparer les formules que nous avons donnees pour la r&o- 
lution des triangles, de maniere qu'onpuissey appliquerles 
logarithmes, c'est-a-dire qu'on ne soit oblige de passer des 
nombres aux logarithmes et de revenir des logarithmes aux 
nombres que le moins souvent possible. On atteindra ce but en 
transformant I'expression de Tinconnue en produits ou quo- 
tients de puissances quelconques de quantites dont les tables 
fassent connaitre immediatement les logarithmes , si cette 
expression a une tout autre forme, et la chose sera possi- 
ble ; car 

Onpeut toujours calculer par logarithmes la somme ou 
la difference de deux quantites , et par suite la somme 
algebrique de tant de quantites que ton i^oudra. 

V Soit d'abord un binome (a-^b) dont les deux termes 
sont positifs. Je mets a en facteur commun, ce qui donne 

a-|-i=aM-|--j. Or, nous avons vu que si un arc croit 



RELATIONS ENTRE LES ^fiMENTS D'UN TRIANGLE. 57 

cl'une maniere continue depuis z^ro jusqu'a 90^, sa tangente 
augmente pareillement d'une maniere continue depuis z^ro 
jusqu'a Xinfini : ainsi , quelle que soit la grandeur de la quan- 

tite positiife - , nous pourrons toujours trouver dans le pre- 
mier quadran un arc 9 dont la tangente soit egale at/-* 
Posons done 

tang 9= y/^, 
et il viendra 

«+^=a(1+tang',)=a(l+;^)=^^. 

Ainsi on pourra, au moyen d'une table de sinus , deter- 
miner d'abord Tangle (p, puis son cosinus, et calculer ensuite 
la somme (a-|-^) par logarithmes. 

2^ Soit (a— "i) un binome dont le second terme est n^ga- 
tif, et supposons en outre a > i. On mettra encore a en 

facteur commun^ ce qui donnera a — b=.a{\ J. Ici - 

etant une quantity positive moindre que Tunite, on pourra 
toujours trouver dans le premier quadran un arc <p dont le 

sinus soit egal a la racine carree de - : ainsi on posera 

sin(p=Y/^, 

et il viendra 

a — b=za{\ — sin'(p)=acos'<p. 

Done on pourra calculer {a — ^b) par logarithmes. 

Le rayon des tables de sinus n'etant pas Tunite lin^aire, 
on remplacera, dans les formules pr^cedentes, chaque ligne 
trigonometrique par son rapport a ce rayon que je designe- 
rai par R (27), et en prenant ensuite les logarithmes des 
deux membres , on trouvera 

r logtang9=logR+l2£iz^; 

log(a-|-i)==loga-|-21ogR — 2logcos(p. 
2» logsm9=logR+l2£*=i2Sf ; 

log(a — i)=loga-}-2logcos(p — 2logR. 
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6tf . Supposons que des deux termes du binome que Ton 
veut transformer en un monome , Tun contienne le sinus et 
Tautre le cosinus d'un certain arc, et soit, par exemple, le 
binome 

Asina-|-Bcosa : 

on mettra d'abord le coefficient de sinoc ou de cos a en fac^ 
teur commun , ce qui donnera 

Asin a-f-B COS «:= A(sin a-f-T-cos a) , 

puis on posera - = tang 9 , 

et il en r^sultera 

Asina-[-Bcosa=A(sina-}-tang9Cosa) 

A(sin(xcos cp4"^i^?^Q^") Aain(«-{"y) 

cosy "^ cosy 

En r^tablissant le rayon R , on aura done , pour calculer la 
valeur de notre binome , les deux equations 

log tang <p=logR-j-logB — log A , 
log(Asina-^-Bcosa)=logA-4-logsin(a'-|-9)~logcos9.' 



i^««n* 
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CHAPITRE V. 

BiSOLimOH DES TBIANGLBS BECnUQlilES. 



§ I. Triangles rectangles. 

66. 1®' Cas. Resoudre un triangle rectangle dans lequel Fig. 12. 
on connatt Vhypotdrmse a et un angle aigu B. 

Les inconnues de la question sont Tangle C et les deux 
cot^s de Tangle droit b et c. 

Comme les formules que nous avons etablies pour la reso- 
lution des triangles Tont ete en supposant que le rayon des 
tables trigonometriques fut Tunite , tandis que les tables 
usuelles ont ete construites dans une tout autre hypothese, 
il faudra , avant d'employer ces formules , y remplacer chaque 
ligne trigonom^trique par son rapport au rayon (27), que 
nous representerons par R. Nous supposerons done desor* 
mais que cette substitution y ait ete faite. De plus , il faudra 
toujours preparer les formules de maniere qu'on puisse y 
appliquer les logarithmes (64). 

Cela pose, revenons a la question proposee. Nous aurons 
d'abord la valeur de Tangle inconnu C , en prenant le com- 
plement de Tangle B. Ensuite, on determinera les deux cotes b 
et c en employant la formule qui renferme Thypotenuse, un 
angle et un cote de Tangle droit (S7), Done 

, sinB ^ cosB 

6=a-g-, et c=a^g--; 

d'oii Ton tire 

logi=loga4-logsinB— •logR, 
et logc=loga-[-logcosB— *logR, 

et il sera facile d'obtenir ainsi les valeurs de b et de c. Pour les 
verifier, on pourra calculer de nouveau le cote c par le theo- 
rfcme de Pjthagore, au moyen de la formule 

c=\[^r^z=zsl{a-{-bJa—b) , 

67. 2° Cas. J^tant donnds V hypotenuse a etun cdt^bj 
calculer le troisieme cdtecy et les deux angles hetC 
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On calculera le troisieme cot^ c, par le th^oreme de P/- 
thagorcy au moyen de la formule 

Ensuite pour obtenir Tangle B , par exemple j on fera usage 
de la relation qui a lieu entre Thypotenuse j un angle et un 
cote (S7), ce qui donnera 

^=a-^, d'oii logsinB=log^-|-logR — loga. 

On cherchera dans les tables la valeur trouvee pour log sin B, 
et a cote on lira celle de Tangle B. II n'y aura qu'a retrancher 
cet angle de 90", pour connaitre Tangle C. 

Si Ton veut verifier les resultats que Ton aura trouves, on 
pourra calculer Tangle C en fonction de c par la formule 

c:^a-r^ , d'oii logsinC=logc-}-logR — loga , 



et si la nouvelle valeur de C s'accorde avec la premiere, on en 
conclura non-seulement que cette premiere valeur de C est 
exacte, mais que celle de c Test aussi. 

68. 3® Cas. Resoudre un triangle rectangle dans lequel 
on connait un cdte b de F angle droit et un angle B. 

II s'agit de trouver Tangle C , Thypotenuse a et le cot^ c. 
On aura immediatement Tangle C en prenant le comple- 
ment de B ; on obtiendra ensuite Thypotenuse a et le cote c, 
en faisant usage 1 " de la relation qui existe entre Thypotenuse, 
un cote et un angle (37) ; 2** de celle qui lie les deux cotes de 
Tangle droit avec un angle (39). Done 

i=a— — , d'oii loga=log^-|-logR — logsinB ; 

b=c — ^, d'oii logc=log^-|-logR — logtangB. 

Si Ton veut verifier les valeurs trouv^es pour a et Cy on 
pourra s'en servir pour calculer de nouveau Tangle C (67) a 
Taide de Tequation 

log sinC=logc-|-logR— 'loga. 

69. 4® Cas. Connaissant les deux c6tds de tangle droits 
trouver thypotdnuse a et les angles B e^ C. 
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On calculera Tangle B par le theoreme du n® S9, c'est-a- 
dire par la formule 

i=:c — ~— , d'oii logtangB=log^-|-logR — logc. 

L'angle B etant connu, on aura C par Tequation 0=90® — ^B, 
et enfin Thypotenuse a par le theoreme du n® 57, qui nous 
donnera 

i=«-— , d'ou loga=log^-|-logR-^— logsinB. 

On verifiera les valeurs trouvees en calculant c a Taide du 
theoreme de Pjthagore (66). 

§ II. Trangles obliquaDgles. 

70. i**" Cas. R^soudre un triangle connaissant un c6td 
et deux angles. 

On aura imm^diatement le troisieme angle, en prenant le 
supplement de la somme des deux angles connus. Ensuite on 
determinera un des cot^s inconnus au moyen de la relation qui 
existe entre deux cotes et les angles opposes, c'est-a-dire a 
I'aide du theoreme du n® 61 . Si done c est le cote connu, on 
posera les equations 

csinA=asinC, d'ou loga=:logc-|-logsinA — logsinC^ 
csinB=^sinC, d'oii logi=logc-|-logsinB — logsinC; 

71 . 2* Cas. Jtltant donnas deux cdtes a. eth et I' angle A 
oppose au premier, calculer le troisieme cdtec et les deux 
angles B et C. 

Si Ton veut calculer Tangle B, il faudra employer une for- 
mule qui renferme les donneesa, ^, A et Tinconnue B. On 
aura done recours au theoreme du n® 61, et on posera, en 
consequence , Tequation 

asinB=isinA, d'oii logsinB=log^-[-logsinA — loga. 

Mais il se presente ici une difficulte qui ne s'etait pas encore 
rencontree, c'est que Tangle B, etant donne par son sinus, 
est susceptible en general de deux valeurs , puisque les sinus 
de deux angles supplementaires sont egaux. Faut-il done pren- 
dre la valeur moindre que 90® indiquee par la table de sinus, 
ou bien son supplement ? 

Si Tangle A est droit ou obtus , il est clair que Tangle B 
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est aigu ^ et qu'en consequence il n*y a aucune incertitude. 
Supposons done que Tangle A soit plus petit que 90* : trois 
cas pourront se presenter, suivant qu on aura a^b^ a=bj 
eta<^b. , 

Dans les deux premiers, Tangle B est aigu, puisqu'il doit 
Stre plus petit que A ou egal a A, d'apres des theoremes de 
geometrie el^mentaire. Mais sia<^i, Tangle A <:^B, et cette 
condition est egalement satisfaite, en prenant, pour valeur 
de Tangle B, Tangle aigu donn^ par les tables de sinus ou 
son supplement , attendu que le calcul determinera pour B 
une valeur superieure a celle de A. En effet, Tequation 
AsinA=asinB prouve que a etant <^i, sin A sera <[sinB; 
et comme de deux angles aigus celui qui a le plus grand sinus 
est le plus grand (13), il s'ensuit queB>A. Le probleme 
aura done deux solutions dans le cas ou V angle A dtant 
aigUy onauradi<^h, 

Observons toutefois que pour que ce probleme soit possi- 
ble, il faut, en supposant le rayon egal a Tunite, que Tequa* 
tion 6sinA=asinB, donne pour sinB une valeur moindre 
que Tunite (1 3), ce qui exige que ^sin A soit plus petit que a\ 
et en efTet 6 sin A est la mesure de la perpendiculaire CI 
Fig. 11. abaiss^e de Textremite C du cote kC=b sur le cote AB (57); 
or, il est evident que si le cot^ a etait moindre que cette per- 
pendiculaire , le triangle ABC ne saurait exister. 

Toute cette discussion est parfaitement d'accord avec celle 
& laquelle conduit la construction geometrigue d*un triangle 
dans lequel on connait ^, a et A {Gdom.y 210). 

L' angle B etant connu, on determinera Tangle C par Te- 
quation C=i 80*" — (A-|-B), et on obtiendra ensuite le cote c 
par Tequation 

csinA=asinC. 

72. Si on veut calculer directement le cote c en fonction 
des donn^es , on devra employer une formule qui contienne 
a la fois les trois cotes et Tangle A; ainsi on fera usage du 
theoreme fondamental (S3) : 

2AccosA=fi"4-c* — «', d'ou & — 2AcosA.c4-*^ — a^=0. 
On tire de cette equation 

c=icos A± ^a' — ^sitfA. 
Cette formule n*etant pas calculable par logarithms ^ il fiiut 
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la transformer en une autre qui le soit. Pour cela, conforme- 

xnent a la regie du n® 64, je mets a* en facteur commun sous 

1 J- 1 • J 9/4 5>'sin*A\ ^ ftsinA 
le radical, ce qui donneaM 1 5 — ), et comme ne 

fiurpasse pas Tunit^ , sans quoi la valeur de c serait imaginaire, 

€t il n'y aurait pas lieu de la calculer, je pose =sin9; de 

cette maniere la valeur de c se r^duit a 

c=6cos A rfcflpcos (p, 

quantity binome, et par consequent r^ductible a un mo^ 
nome (64). Pour I'y ramener par la voie la plus simple , je 

• 

remplace^ par sa valeur ^f ^ tiree de Tequation de condi- 
tion , et je trouve 

€i(sin 9 cos A db sin A cos 9) 

sinA 

d'ou , en ayant egard aux formules [1 3] et [1 5] , 

«siix((priiA) 

Sin A 

Ainsi Ton calculera d'abord Tangle tp par la formula 

^sinA 

sin(p= , 

* a 

puis on substituera la valeur que la table de sinus donnera 
pour 9 dans la derniere expression de c , et on obtiendra faci- 
lement cette inconnue. 

Remarquons, au surplus, que cette solution rentre dans la 
pretniere(71); en effet, en vertu de I'equation quile deter- 
mine, Tangle aigu (p est egal a Tangle B ou supplementaire 
de cet angle, puisque leurs sinus sont ^gaux : par consequent, 

sin(<p=tA)=sin(B'd=A) ou=sin(i 80^— B'dzA)=sin(B'qzA), 

en d^signant par B' la valeur tabulaire de Tangle B , de sorte 

quec= ~: — '. Mais le calcul indique au n® 71 donne 

^ sin A ^ 

sinC=sin(1 80^— B'— A)=sin (B'+A) 
ou . sin C=sin (1 80' — 1 80' +B' — A)=sin(B'— A) ; 
J -1 / 1^ flsinC tfsinfB'dzA) 

done u en resulte c= . ^ r-r — -• 

sin A sin A 
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La formule c= r~ ^ donnera lieu h une discussion 

sin A 
analogue a celle que nous avons faite sur Tangle B , et c est 
un exercice qu'il sera bon de ne pas negliger. On pourra 

b mil A- 

meme observer que Tequation sin<p= donne, pour 

Tangle <p , une infinite de valeurs comprises dans les formules 
<p=2A^-}-a et (f=(2k^ 1 ) % — .a, en appelant a le plus petit 

des angles qui ont pour sinus (1 4) ; mais on ramenera 

immediatement la discussion au cas oil f =a. 

73. 3* Cas. Resoudre un triangle connaissant deux cd- 
t^s 2i^h et Tangle compris C. 

II s'agit de trouver les angles A et B et le troisieme cote c. 
Deux methodes se presentent , comme dans le probleme pre- 
cedent, pour determiner ces inconnues, et nous allons les 
exposer successivement. 

1" M^THODE. L'angle C etant donne, on aura immediate- 

C 
tement la demi-somme des deux autres, en retranchant ^ 

de 90°; quant a leur demi-difference , il sera facile de la cal- 
culer au moyen du theoreme du n^ 62 ; ainsi , en supposant 
que a soit plus grand que b, on posera Tequation 

A+B 

a+b _ ^g 2 

a-^h A— B ' 

tang-^- 

d'oii 

logtang :^=2.=log tang ^^ + log («—*)— log(a+*). 

On cherchera dans les tables trigonometriques la valeur trou- 

vee pour le logarithme de tang — - — , et on lira a cote celle de 

Tangle — ^ — . II n'y aura done qu'a combiner successivement 

par addition et par soustraction les valeurs de — -|— et de — ^ — , 

et on aura celles des angles A et B. 

Ces angles etant connus , on calculera le cote c par le theo- 
reme du n** 61 

c sin A=asinC*. 

* Pour obtenir la valeur de c, k Paide de cette formule , on a trois 
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74. 2* Methode. Nous allons calculer directement le 
cote c par Tequation 

2fl^cosC=a'+^— c', d'oii c*=a'+A^— 2aAcosC. 

Le second membre n'etant pas calculable par logarithmes , 
nous le reduirons aun binome. U suffira, pour cela, de rem- 

placer cos C par sa valeur donnee en fonction de cos 5 , 

C 
ou desin^ par les formules [21] et [22] : par exemple, par 

(2 cos*5— 1), car il viendra ainsi 

c*=(a-|-i)* — hob cos* 5. 



2 

En appliquant a cette formule la methode du n" 64 y on 
trouvera 

2cos^ 

nouyeaux logarithmes a chercher : or^ on peut, en calculant c d'une 

autre maniere, n'avoir besoin que de deux nouveaux logarithmes. En 

effet y de la suite 

atsinA :: ^:sinB:: cCsinC, 

on tire 

... . -^ . ^ J, , (a — ^)sinG 

a — 6:smA — smB::c:smC« d'ou c=z\ — ; — . ^ . 

smA — smB 

. « « . A— B A+B ^ . A— B . C 

Or, sm A — sm B = z sm — - — cos — ^ — = * sm — r — sm -, ct 

z z Z z 

c c 

sin C= 2 sin - cos - : done 

z z 

(a— 6) COS - 

'= . A-B > 
sm-^- 

et le logarithme de {a — h) est connu. 

^ On a le droit de poser cette equation ; car le triangle dans lequel 
on connait deux c6tes et I'angle compris etant toujours possible , il faut 
que Pequation precedente donne pour c une valeur reelie , ce qui exige 

que I'on ait 7 — t-ttsCOs'-^I. Au reste, si Pon ajoute Aab aux deux 

membres de l'inegalite(a— i)'>0, il viendra (a-|-J)^4flJ>4flico8*-. 
Trigokoh^teib. 5 
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equations desquelles on tire 

log sin <p= ^^"""^ ^^ + log 2+ log cos ^ — log («+*), 

et logc=log(a-[-^)-f-logcos9 — logR. 

On commencera done par calculer Tangle <p par la premifere 
deces deux formules, et, en substituant la valeur trouvee dans 
la seconde, on en deduira celle de c. 

II s'agit maintenant d'evaluer les angles A et B; mais, 
pour eviter rambiguite qui se presente toujours lorsqu'un 
angle est determine par son sinus , a moins qu^on ne sache 
a priori que cet angle est aigu ou obtus , nous calculerons 
d'abord le plus petit des angles A et B. Ainsi , en supposant 
a^by nous poserons Tequation 

csinB=^sinC, 

de laquelle on tirera log sin B , et on prendra pour B la va- 
leur tabulaire correspondante, puisque cet angle B<;90'. 
On pourra obtenir Tangle A , en prenant le supplement de 
*B-|-C; mais il vaudra mieux le calculer par la formule 

csinA=asinC, 

ce qui pent se faire sans ambiguite , puisque la connaissance 
des angles B et C determine la nature de A; et on aura une 
verification de tons les calculs, en examinant si la somme des 
trois angles A, B et C vaut 480*. 

73. 4* Cas. Resoudre un triangle dont on connait les 
trois cdte's. 

Nous determinerons Tangle A par le theoreme fonda-^ 
mental (53), et nous trouverons 

"^^^^ \bc ' 

pour rendre cette foraiule calculable par logarithmes , je re- 
maixjue que si j'ajoute une unit^ aux deux membres de cette 
^nation , le second membre se r^duira Ji un binome ; car il 

deviendra "^ , , et le premier qui deviendra le bi- 

wSm» 1-|-coftA «e reduira inun^atement (35) au monome 
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2cps*^. On trouvera done ainsi 

^2" 4bc ~ Abe ' . 

puisque la difference des carr^s de deux quantites est egale au 
produit de la somme de ces quantites par leur difS^rence. Or, 
si Ton repr^seQte par 2/? le p^rimetre du triangle , c est-li- 
aire $i i on pose 

on en tirera 

b'\'C — a^=:2{p — a)j 
et par suite 



cos 



A p{p — a) J, ^ A -p . /pip — a) rKoi 

en extrayant la racine carree et restituant le rayon R. Je ne 
mets pas le double signe zb devant le radical , parce que 

cos^ est necessairement positif. Cette formule nous apprend 

que pour calculer le cosinus de la moitie (tun angle d^un 
triangle, il faut du demi-pdrimetre retrancher le c6td op^ 
pose a cet angle, multiplier le reste par le demi-perimetre, 
diviser le re'sultat par le produit des cdtds qui compren-- 
nent tangle chercne , ex tr aire la racine carree du quo- 
tientet la multiplier par le rayon. 

Pour que le triangle puisse etre r^solu, il faut 1** que cette 

valeur de cos^^ soit reelle; 2° qu'elle soit moindre que R. 

Bfous alloas exprimer successivement ces deux conditions. La 

preipiere exige que Qo — a)=— ^t|Zlf. soit positif, c'est-a- 

dire que Ton ait £«<;6-}-c. Pour sati^£ure a la seconde, il 
faut poser 

d'ou Ton tire successivement 

{b-^6f<a\ ±{b—c)<a, 

suivant que A est > ou < c {Alg., 1 64). Ainsi , pour que le 
pirQi»JI^9i0 soit possible, il faut et il suffit que le €6ta oppose k 
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I'angle A soit plus petit que la somme des deux autres , et plus 
grand que leur difference. L' angle A etant connu, on calculera 
les deux autres par des formules analogues , et on ne devra pas 

B C 

craindre de trouver pour cos 5- et pour cos -^ des valeurs ima- 

ginaires ou plus grandes que le rayon R, puisque Tangle A 
ayant ete calcule , on connait dans le triangle demande un 
angle et les deux cotes qui le comprennent , et qu*un pareil 
triangle est toujours possible. 

Si au lieu d'ajouter une unite aux deux membres de Tequa- 

tion cosA= "T, , on en eut retrancb^ une unite, on se- 

rait parvenu a la formule 

■ sin|=R.y/^E^) [54], 

avec laquelle on pourrait encore calculer Tangle A. 

Si on divise cette formule par celle qui donne cos-^, on 
trouvera (21) 

equation qui pourra servir aussi a trouver la valeur de Tan- 
gle A. 

De ces trois formules , la premiere est celle qui donne le 
plus simplement Tangle A; mais, si Ton veut calculer les trois 
angles A, B, C, c'estde la derniere qu'il faudrafaire usage; 
car elle n'exigera Temploi que de quatre logaritbmes , tandis 
que, avec la premiere, il faudra chercher les logaritbmes des 
sept nombres a, i, c, (p — a), (p — ^), (/? — c) et/?, et ceux 
des six premiers si Ton emploie la formule [54]. 

On fera bien de discuter les formules qui d^terminent 

A A 

sin 2 et tang-, et, ppur en faciliter la discussion, on fera une 

hypotbese sur les grandeurs relatives des trois cot^s; ainsi on 
supposera, par exemple, que a soit le plus grand. 

76. II est quelquefois utile d'evaluer Taire d'un triangle 
en fonction des elements qui servent a le determiner. Nous 
allons, en consequence, chercber Texpression de cette aire 
dans les quatre cas oil nous avons resolu le triangle ; mais , 
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pour plus de simplicite ^ nous commencerons par le troi- 
sieme cas. 

1 ® On donne (kux cdt^s h et c et Wangle compris A. 

Si du sommet C on abaisse la perpendiculaire CI sur la Fig. 1 1 
base, on aura evidemment (S7) CI=^ sin A; done, en 
appelant S Taire du triangle, 

S=-AcsinA [S6]; 

ainsi, Poire d^un triangle est dgale a la moitie du produit 
de deux cdt^s par le sinus de V angle compris. 

Si Ton applique les logarithmes a cette formule, il viendra 

logS=log^-[-logc-[-logsinA— •(logR-[-log2). 

2" On donne le cdte c et les deux angles A et B. 

OnaS=s6csmA; mais(61)fe= .n = . /^ . ^x ? done 

Q c*sinAsinB ffiTl 

^— 2sm(A+B) L^'J- 

3' On connatt les cAtds a eth et tangle A. 

On a S=2ifi^ ou S=^*li^^\l'angleBetantdetei- 

min^ par Tequation sinB== (61). 

4" Les trois cdt^s sont donnSs . On a S=5^c sin A. 

Mais si Ton multiplie le double de la valeur trouv^e pour 

A A 

sin ^ (73) par eelle de cos^ , on aura (52), en supposant le 

rayon egal a Tunite lineaire. 



sin A —^V X/'— ^) (/>— ^) (/>— ; 

be 

done S = VX/^ — ^) iP — ^) iP — ^)- 

77. Applications. I. Rdsoudre un triangle rectangle ^ 
connaissant son hypotenuse et le rapport des deux autres 
cdt^s. — Calculer son aire. 

II. R^soudre un triangle rectangle connaissant sonp^- 
rimetre et le rapport de F hypotenuse a la somme des deux 
autres cdtds. 
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in . R^soudre un triangle rectangle dont on oonnatt Voire 
etle pdrimetre. 

IV. Resoitdre un triangle rectangle dafis lequel on cOn^ 
natt Vhypotdnuse et la duffdrence diss deux autres cdtes. 

V. Resoudre un triangle, connaissant ses angles et son 
aire. 

VI. Rdsoudre un triangle^ connaissant un angle , un 
c6td adjacent et la somme ou la difference des deux au- 
tres cdtes. 

VII. Resoudre un triangle, connaissant uti angle, he cdtS 
oppose et la somme ou la difference des deux autres cdtes. 

VIII. Calculer Vaire (tun quadrilatere inscriptible en 
fonction de ses quatre c6tds. 

On additionnera les aires des deux triangles dans lesquels 
le decompose une de ses diagonales, et on eliminera du re- 
sultat Tangle qui y entre, en appliquant successivement a ces 
deux triangles le theoreme du n® 33. La formule est 

S = V(/?— a) {p—b){p—c) (p—d). 

IX. Calculer taire d'un quadrilatere. dans lequel on 
connatt les deux diagonales et F angle qiCelles forment. 
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CHAPITRE VI. 

APPLICATIONS PRAT1QVE9. 



78. Mesurer la haui^urd'un point ksitu^ dans Pespac€f Fig. is. 
aw^lessus d'unplan horizontal aonnd, ainsi que sa distance 
a un point B wonnd dans ce plan. 

On mesurera avec le plus grand soin ^ 8ur le plan donne , 
\xnQ base "QC ^ dont B soit une des extr^mites; puis, ayant 
place le centre d'un graphometre dans la verticale du point B, 
on dirigera la lunette fixe horizontalement sur un jalon plante 
a Tautre extremite C de la base, et la lunette mobile sur le 
point A; puis on lira sur le limbe le nombre de degres et de 
parties de degres compris entre les deux rayons visuels B'A et 
B'C. On disposera ensuite I'instrument de maniere que le 
point A etant dans le plan du cercle, la direction d'un 
fil a plomb passe a la fois par le centre du graphometre et 
par le point de 90*, auquel cas la lunette fixe sera hori- 
zontale; on pointera de nouveau la lunette mobile sur le 
point A, et on lira la mesure de Tangle AB'D'. Enfin, on ira 
au point C mesurer Tangle ACB', et il sera alors facile de de- 
terminer les inconnues de la question. En efTet, on pourra 
calculer le cote AB' du triangle AB'C , dans lequel on connait 
un cote et deux angles , ce qui donnera la distance du point A 
au point B', et par suite celle de A au point B; car il est evi- 
dent qu'on pent, sans erreur appreciable, substituer a la 
droite AB une moyenne arithmetique entre la droite AB' et 
la ligne brisee (AB'-|-B'B), surtoutsi la distance AB' est un 
peu grande *. En resolvant ensuite le triangle rectangle 
AiyB , determine par son hypotenuse AB' et par Tangle AB'D', 
on obtiendra le cot^ AIV, de sorte qu'en lui ajoutant la hau- 
teur BB' de Tinstrument, on aura Tel^vation du point A au- 
dessus du plan horizontal dans lequel la base BG a ete mesur^e. 

Si) pendant que Tinstrument etait dispose de maniere k 
prendre la mesure de Tangle AB'iy, on a fait planter un jalon 

* Au reste , si I'on veut calculer exactement la distance AB , il n'y 
aura qu'a resoudre le triangle AB'B dans lequel on connait les deux 
cotes AB' et B'B et Tangle compris AB'B=AB'D'+90^ 
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E£' dans la direction de Taxe de la lunette fixe , il n'y aura 
plus qu'a mesurer Tangle E'B'C^ dont les cot^s sont horizon- 
taux, pour pouvoir fixer la projection D du point A sur le 
plan ; car la resolution du triangle rectangle AB'iy fera con- 
naitre la distance B'ly. 

Supposons que Ton ait trouve BC=257",36, AB'iy=64** 
36' 28*, ACB'=62» 48' 1 ff' , et AB'D'=38^ 1 7' 1 2'' , on fera 
le calcul suivant : 



B'AC'rriSSOSS'ie", 

csinA=asinG 

loga=2,410 5410 

logsinC =9,949 1224 

12,359 6634 

log sin A =9,899 9764 

logc=2,459 6870 

c=288~,20 



sin AB'iy 
AD'=c.-— ^— - 
R 

log<r= 2,459 6870 

logsinAB^D^= 9,792 1088 

12,251 7958 

logR=10 

logAD'= 2,251 7958 

AD'= 178^56 



Si done BB'=r,15, on aura AD=^79^71 et AB 
=288"^,20+0^575=288^77. 
Fig. 16. 79. Determiner la distance de deux points inaccessibles 
ket^. 

On mesurera une base CD et les angles ACfiy , ACB , 
BCrry, AiyC, Biya (78), dans lesquels le cote Ciy est ho- 
rizontal ; puis , en r^solvant les triangles AC/iy, et BCiy , on 
obtiendrales cotes AC etBC' du triangle ABC, qui sera alors 
determine par les valeurs trouvees pour ces deux cotes et par 
Tangle ACB qu'ils comprennent. II sera done facile de cal- 
culer la distance cherchee AB (75, 74). 

M ais j'observe que Ton pourra, sans passer des logarithmes 
de AC et de BC aux nombres correspondants, calculer cepen- 
dant le cote AB. £n effet, si dans la formule 

tangl(A_B)=^tangl(A4-B), 

que Ton emploiera pour calculer la demi-difTerence des angles 
A et B, on divise par a, qui est suppose plus grand que by 

les deux termes de la fraction — rr > cette fraction deviendra 



1 



i-l 



-7=— P — SS, en posant -=tang <p. Or, on pent regarder 



a 
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cette expression comme etant la tangente de (45® — <p), en 
vertu de la formule [45] ; on aura done : 

ta°g|(A— B)=tang|(A+B) . tat.g(45»— <p). 

Supposons que Ton ait trouve 

CD = 270'°; AC'iy = 102''48'57", AC B = 54" 43' 36", 
BCr)'=52''6'17", BiyC'=93»58'46", AiyC=44M8". 

On conclura de ces valeurs que CAD'=33''10'45", et que 
CBD'=33''54'57". 



Calcul de AC. 

AC'.sinA=C'D'.sinAD'C'. 

logC'D'=2,431 3638 

logsinAD^C' =:9,841 8108 

12,273 1743 

logsinC'AB'==9£7381929 

logAC'=2,534 9814 = log^ 

Calcul de <p. 

tangcp=r — 

!og^4-logR=12,534 9814 
log«= 2,683 7012 

logtang(p= 9,831 2802 
<p= 35<>22'34'' 
45<>— <p= 9<>37'26" 



C^ilcul de BC. 

BCsinC'BD'=C"D'.smBD'C'. 

logC'D'=2,431 3638 

logsinBD^C =9,998 9517 

12,430 3155 

log sin C'BD' =9,746 6143 

log BC'= 2,683 7012 = logfl 

1 

Calcul de - (A— B). 

|(A-fB)=62<>38'12* 

logtangi(A-f B)=10,286 0568 

log tang (450 _ ^^ = 9,229 3394 

19,515 3962 
logR==10 

logtangi(A— B)= 9,515 3962 

i(A— B)=180 8'27" 
z 

II r^sulte des valeurs de 3 (A-f-B) et de 5 (A — B) que 
B = 44''29'45"; on posera AC. sin ACB = AB . sin B ; d'ou 

logAC= 2,534 9814 
logsinACB= 9,911 9064 

12,446 8878 
logsinB= 9,845 6296 

logAB= 2,601 2582 AB=399°',26. 
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Fig. 17. 80. Trois points A , B , C , eiant donnds sur la carte 
d!unpaySf on propose de determiner la position dun qua^ 
trieme point M, situe dans le m^me plan que les trois 
premiers, et duquel on piUsse les apercevoir. 

On se transportera au point M, et on y mesurera les deux 
angles AMC et BMC formes par les rayons visuels, qui vont 
aux trois points qui sont representes sur la carte par A, B, C. 
Done, en decrivant sur AC et sur BC deux arcs de cercle, 
capables respectivement de ces deux angles, on obtiendra 
, par leur intersection le point demande. Mais, comme cettc 
construction ne serait pas suffisamment exacte, nous calcu- 
lerons les deux angles CAM et CBM, ce qui suffira pour de- 
terminer le point M, et nous verifierons la position trouv^e 
pour ce point, en cherchant aussi la valeur de CM. 

Soient done a, & les distances connues AC et BC, C Tangle 
connu ACB , a et p les angles observes AMC et BMC , or et ^ 
les angles cherches CAM et CBM : je remarque d'abord que 
ACBM etant un quadrilatere plan , on a Tequation : 

^^j-|.C+a+p==360^ d'oii a;+7=360^— (C+a+p); 

ainsi, la somme des angles x ety est connue, de sorte que, 
si Ton pouvait obtenir leur difference, le probleme serait 
resolu. Or, le theoreme du n® 61 nous donnera : 

sma smp '- J' 



d'ou 



sinar 6 sin a 

sin J asinp* 



^ . 1 1^ sma: — smr ^sma — asm 6 
On tire de la -: , ■ . ■ =-r-: : r-^. 

sma:-|-smj osma-f-«smp 

Mais, en vertu du theorfeme du n*^ 57, le premier membre 
de cette equation est egal a 

4 * 

*ang-(a7+j) 

D'un autre cote, si Ton divise les deux termes du second 
membre de cette meme equation par ^ sin a , et que Ton pose 
drsinS it j i /• ^ — tancr® 

tang9= , . , ce second membre prendra la forme t-; ^-^% 

*>* osma' *^ l+tang(p 



APPLIGAtlOtrS PHATIQUES. 75 

quantity qui est egale a tang (45° — f)^ comme nous Tavons 
remarqu^ au n^ 79; done enfin et en retablissant le rayon 



tang 



2 R 



Cette Equation fera connaitre — g-^, et en combinant la va- 

leurtrouvee, successivement par addition et par soustraction 

avec celle de "^ , on connaitra les angles x et^, et par 

suite, la distance MC, au moyen de I'^quation \fi\. 

Supposons que a= 200", ^=170'", a=46M7M3",2, 

p=30«9',C=1 1 4'40'8",4. On aura ^±J±^=95«33'1 0",8, 
et par consequent ^i^= 84»26'49", 2. 



logA= 2,230 4489 
log sin a= 9,859 0244 

12,089 4733 



Ix)gR-f-logo=12,301 0300 
logsin|S = 9,700 9334 

22,001 9634 
12,089 4733 

logtang(p= 9,912 4901; 

9=39''15'58M4; 45«— 9=5«44'1",86. 

logtang(45— <p)= 9,001 7769 
logtang^^— logR= 1,012 2322 

log tang^=1 0,01 4 0091 . . .^=45«55'26",2. 

Mais ^±^=84''26'49",2; 

done ^=130' 22' 15" et jr=38''31'23". 

log 6= 2,230 4489 
\o%%vay— 9,794 3691 

12,024 8180 
logsinp= 9,700 9334 . 

logMC= 2,323 8846, MC=21 0", 81 . 
81 . PaoBLiafE. I. Determiner le cUametre (tun bassin 
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circulaire et inaccessible , sur la circonfdrence duquel it 
Fig. !8. n'ja aucun point remarquable . Des extremit^s d'une base AB 
tirez les rayons visuels AC, AC, BD, Biy, tangents a la 
circonference du bassin, etmesurez les angles qu'ils forment 
avec AB , vous en deduirez facilement les valeurs des angles 
CAO, OAB et OBA, et par suite celles des droites AO et OG. 
II. Etant donnes trois points inaccessibles , reconnattre 
s'ils sonten ligne droite (79). 
Fig. 17. III. Reconnattre siquatre points inajccessihles A, B, C, M, 
sont dans un m^me plan; et, dans le cos oil ils s*y troui^e^ 
raienty si le quadrilatere quails ddterminent est inscriptible. 
Calculez (79) les distances de ces points, pris deux \ deux , 
et vous en deduirez les valeurs des trois angles BAG , BAM , 
GAM , et si le dernier vaut la somme des deux autres , vous 
en conclurez que les quatre points A, B , G, M sont dans un 
meme plan; s'ils y sont, vous n'aurez plus qu*a determiner 
Tangle GBM ; et sa comparaison avec CAM vous apprendra 
si ces quatre points appartiennent a une circonference de 
cercle. 
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CHAPITRE VII. 

FOEMULBS POUE LA EisOLVTIOll DBS TR1A56LES 8Ph£eIQ1TBS. 



82. TnioRiME. Dans tout triangle sph^rique , le pro^ 
duit du cosinus d!un angle par les sinus des cdte's qui le 
comprennent est dgal au cosinus du cdte opposdy diminue 
du produit des cosinus des deux autres cdtes. 

Soit ABC un triangle spherique quelconque. Joignons ses Fig. 19. 
trois sommets au centre O de la sphere a laquelle il appar- 
tient, et menons aux cotes AB et AC les tangentes AD et A£ 
terminees aux prolongements des rayons OB et OC. Si nous 
supposons que Ton prenne le rayon de la sphere pour unite , 
et que Ton designe les angles du triangle ABC par A, B^ C 
et les cot^s qui leur sont respectivement opposes par a^ b, Cj 
on aura 

sine 1 

AD=tang c= , OD=s^c c= , 

^ cose' cose 

AE= tanff b= — 7 9 OE=s^c b= — r. 

^ cos O ' COS o 

Cela pose, tirons DE, et en appliquant successivement aux 
deux triangles ADE et ODE le th^oreme fondamental de la 
trigonom^trie rectiligne (SS), il viendra 

2AD.AEcosA=Ap'4-AE"— DE', 
20D.OEcosa=OD"4-OE' — DE* ; 

car Tangle DAE n'est autre que Tangle A du triangle spheri- 
que, et le cote a est la mesure de Tangle DOE {Gdomd-' 
triCy S56). Si on retranche ces deux equations membre a 

membre, et que Ton observe que OD —AD =0A =1 , et 

que OE — AE =0A =1 , on trouvera 

20D.OEcosa— 2AD.AEcosA=2. 

En divisant tous les termes de cette equation par 2 , rempla- 
^ant OD, OE, AD et AE par leurs valeurs, chassant les de- 
nominateurs et transposant, il viendra enfin 

sin b sin c cos A = cos a — cosb cose [a], 
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formule qui est la traduction algebrique de notre theoreme. 
83. La construction qui nous y a conduits semble exiger 
que les cotes ^ et c soient chacun moindres qu'un quadran , 
de sorte qu'il est important de prouver que Tequation [a] est 
generale. II suffira^ pour cela, de considerer les quatre cas 
qui suivent. 
Fig. 20. 4 '' Cas. b > 90', c < 90^ Je prolonge CA et CB jusqu'a 
leur rencontre en C, et je formerai ainsi un triangle ABO, 
dont le« deux cotes AC et AB sont moindres qu*un quadran , 
de sorte qu'on aura 

sin^ sin c cosBA(7==; cos of— *cos If cos c ; 
mais 1/= \ 80'— .i, d= 1 80'— a et BAa=1 80'— -Af 

^ done — sin & sine cosA== — cos^-|-cosi cose, 
ou sini sine cos A= cosa — cosicose. 

T Cas. 6>90' et e>90'. On pourra (1 * cas) appUquer, 
comme tout a Theure , le theoreme au triangle AB0, puisque 
Tun des cotes qui comprennent Tangle BAG' est <[ 90^, et pctf 
suite, il sera vrai pour le triangle propose. 
Fig. 21. 3' Cas. 6=90'. Je prends sur Tare AB, AA'=90' et je 
decris Tare de grand cercle A'C. A est ^insi le pdle de cet arc 
{Geom,, 334) qui en consequence est la mesure de Tangle A. 
Si done A'C est ^gal a 90', le point C est le pole de Tare AA', 
de sorte que CB = a vaut aussi 90'. L' equation [a] est alors 
vraie , puisqu'elle est verifi^e en y faisant cos « = , 
cos 6=0, cos A=cos A'C=20, 

Supposons done que CA' ne soit pas un quadran. Comme 
BA' n'en est pas un non plus , nous pourrons appliquer la for- 
mule [a] ^ Tangle A' du triangle A'BC, ce qui donnera 

sinBA' sinA'Ccos BA'C=cosBC— cosBA'cos A'C j 
mais cos BA'C =2: cos 90' = , cos BC == cos a , 
cosBA'=cos{zb(90' — c)]=:sine et cosA'C = co6A: 

done O = cosa-— sinccosA ou sine cos A = cos a; 

mais c^est a cette egalite que se reduit la formule [a] , si on y 
fait 6 = 90'; done elle est encore vraie dans le cas actueL 

4® Cas. 6=90' et e = 90' : Tare a est alors la mesure de 
Tangle A, et la formule [a] devient ainsi une identite. 



k 
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84* Si I'on applique le theor^me du n^ 82 successivement 
aux troia angles du triangle ABC, on formera les trois Equa- 
tions 

sini sine cos A=cosa — cosi cose, "j 

sina sine cos B= cos i — cosacosc, \ [58], 

sinasin6cosC===cose — cosacos^ j 

qui fournissent la solution complete du probleme de la reso- 
lution des triangles spheriques ; car elles suffiront toujours 
pour calculer trois des six elements de tout triangle , quand 
on connaitre les trois autres. II s'agit done de deduire des 
Equations [58] des formules qui renferment toutes les com- 
binaisons quatre a quatre essentiellement differentes que Ton 
pent faire avec les trois cotes et les trois angles dun trian- 
gle (S6), de sorte que nous n'aurons a chercher que quatre 
classes de formules comprenant respectivement 

Trois cdtds et un angle ; 

Deux cdte's et les deux angles opposes; 

Deux c6tes , tangle compris et V angle opposd a Pun 
(feux; 

Un cdtdet les trois angles. 

Le theor^me fondamental r^pond a la premiere combi- 
naison. 

8S. Pour obtenir la seconde combinaison, c'est-a-dire une 
relation entre les cot^s ^ et ^ , par exemple , et les angles op- 
poses A et B , il n'y a qu'a eliminer c entre les deux pre- 
mieres des equations [58]. En consequence, on combinera ces 
deux equations successivement par addition et par soustrac- 
tion , ce qui donnera 

sinc(sinA cosA-|-sina cosB)=(cosa-|-cosi)(1 — cose), 
sine(sin^cosA — sin^ cosB)=:(cosa — fcos^)(1-|-cose)| 

puis , en multipliant ces deux equations membre a membre et 
observant que (1-|-cose)(1 — cose)=sin®e, on trouvera, en 
divisant par sin*e , 

sin* h cos'A — sin'« cos*B = cos*^ — * cos*^ , 

d'oii en transposant 

sin'fe sin*A==sin'a sin'B 
et en6n sin h sin A=;sin a sin B. 
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Telle est la relation demandee. On voit par la que dans tout 
triangle sphdrique les sinus des angles sont proportionnels 
aux sinus des cdtds qui leur sont opposes. On a done les 
trois nouvelles Equations 

sin 6 sin A== sin a sinB , "j 

sine sin A=sinasinC^ > [59]. 

sin^ sin C= sine sin B ) 

86. Pour trouver la troisieme formule, c'est-a-dire une 
relation entre a^ i, A et C, par exemple, il faudra eliminer c 
entre la premiere et la troisieme des formules [58] ; mais , 
comme sine et cose y entrent tous deux^ il faudra y joindre 
une equation entre ces deux quantites. Nous prendrons^ pour 
cela y la seconde des Equations [59] 

L . • /^ 1) % • sinasinC 

smesmA=smasinL, d ou sme= — :— ^ — . 

' smA 

De sina sini cosC=.cose — cosa cosb , 

nous tirerons 

cose = sin a sin b cos C-|- cos a cos b , 

et, en substituant ces valeurs de sine et de cose dans 

sin b sin e cos A=cosa — cos b cos e, 

nous trouverons 

sin a sin ^ sin G cos A ••77^ •; 

r-i = cos a — sm a sm coso cos C — cos a cos 6. 

sinA 

Je divise les deux membres de cette equation par 

sin a sin & cos ^ cos C , 

et en observant que cosa^— cosacos*i=cosasin*6, il viendra 

1 1 

— TCotAtangC= — rrcotatangd — 1, 

d? \ cot a 1 - , cot A 4 r^T 

OU r. -==H -. r 131. 

cot 6 cosC ' cotC cos^ ^^-^ 

Ainsi , en appelant premier cdte et premier angle le cdte 
et Tangle qui sont opposes Fun a P autre, on pourra dire 
que le rapport de la cotangente du premier c6td a celle du 
deuxienWj multipliS par la secante du second angle , est 
dgal a r unite augment^e du produit du rapport de la cotan- 
gente du premier angle a celle du deuxieme multiplie 
par la secante du ^second c6td^ 

Si dans la formule [p] on remplace les cotangentes du 
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deuxieme cote b et du deuxieme angle C par leurs valeurs 

^^7—7 et -T— 7; , puis que Ton chasse les denominateurs, on trou- 
sm6 smC '^ ^ ' 

vera , en formant toutes les combinaisons que Ton peut faire 

avec deux cotes, Tangle compris et Tangle oppos^ a Tun 

d'eux, 

cot a sin ^ = cos b cos C -j- cot A sin C 

cot a sin c = cos c cos B -\- cot A sin B 

cot 6 sin a =? cos a cos C -j- cot B sin C r r^* ^-i 
cotisinc=cosccosA-[-cotBsinA ' L J' 

cot c sina=: cosa cos B -[- cot C sin B 
cot c sin i = cos b cos A -|- cot C sin A 

87. Enfin pour obtenir la quatrieme combinaison, on ap- 
pliquera le theoreme fondamental au triangle A'B'C supple- 
mentaire de ABC , c'est-a-dire au triangle sph^rique compris 
entre les faces du triedre supplementaire de celui qui repond 
a ABC. Rempla^ons done dans la formule {a] du n® 82 , 
«, by Cf et A respectivement par 480® — A, 180® — B, 
180® — C et 180® — a , et nous trouverons 

sin B sin C cosa == cos A -j- co§ B cos C. 

Ainsi leproduit du cosinus d'un cdtepar les sinus des angles 
adjacents est egal au cosinus de tangle oppose, diminue 
du produit des cosinus des deux autres angles. 

En appliquant ce theoreme successivement aux trois cotes 
Uy by c, on trouvera 

sinBsinCcos«=CQsA-f-cosBcosC \ 
sinAsinCcos^=cosB4-cosAcosC [ [61]. 
sinAsinBcosc=cosC-[-cosAcosB ) 

88. Les quatre groupes de formules que nous venons d'ob- 
tenir presentent les quinze combinaisons que Ton peut faire 
avec les six quantit^s a,&,c,A,B,C, prises quatre a quatre , 
de sorte que , pour resoudre un triangle spherique , il suffira 
de choisir celle qui conviendra au cas propos^ , et de la rendre 
propre au calcul logarithmique , ce qui sera facile a Faide de la 
transformation que nous avons indiquee au n** 6S; car Tin- 
connue aura toujours pour expression un binome dont Tun 
des termes renfermera le sinus et Tautre le cosinus d'un meme 
arc, comme nous le moutrerons dans le chapitre suivant. 

TmOONOHl^TRIB. 6 
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89. Si le triangle propose est rectangle en A , par exeniple, 
« les formuleft pr^c^dentes se simplifieront considerablement ; 

car, en introduisant cette hypothese dans celles de nos quinze 
formules ouentre Tangle A, elles deviendront 

cos a = cosb cose [62] ; 

sin 6 = sin a sin B \ rn<y\ . 

sinc = sinasinC ; L J> 

« 

tangJ = tangacosG \ 
tangft = sine tang B f rg^. 

tang c= tang rt cos B ( L J> 

langc=sin6 tangC j 

cosrt= cbtB cotC ^ 

cosB= cos i sin C [ [®5]. 

cosC=coscsinB ) 

Os dix forniulesy auxquelles le caicul logarithmique s'aji^ 
plique imm^diatement^ renferment toutes les combinaisons 
que Ton pent faire de deux donn^es et d^un^ seule incOnniie 
' avec les cinq quantit^s B^ C, a, 6^ c, de sorte qu'elles four- 

nissent la resolution complete des triangles sjplieriques rec<* 
tAngtes. 

90. JA jpremilt^e de ces ^quatidiis 

cos a = cos ^ cose 

Fig. 22. nous apprend que dans tout triangle sph/rique rectangle 
le cosinus de f hypotenuse est dgal au produit des cosinus 
des deux autres cdtes. La rdciproque de cette proposition est 
ifraicy de sorte qu'elle est pour les triangles spheriques ce 
qu'est le th^oreme de Pythagore pour les triangles recti- 
lignes. 

91. II r^sulte de cette formule [62] que les cdtds d'un 
triangle rectangle sont tous trois moindres qiCun quadran, 
ou bien qu'un seul est plus petit que 90® et que les deux 
autres sont plus grands; car, si les trois cotes a^b^c etaient 
plus grands que 90% le premier membre de r^quatiou [62] 
serait negatif ^ et le second serait positif. 

92* L'^quation 

tang ^ =: sin e tang B 
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montre qu'w/i angle oblique est toujours de m^me espece que 
le cdte oppose y c'est-k*dire qu'ils sont tous deux moihdres ou 
tous deux plus grands que 90^; car, sine etant positif, tang 6 
et tangB out les memes signes. 

95. Nous ne traduisons pas en langage ordinaire les dix 
formules comprises sous les n** 62, 63, 64 et 65, parce 
que, dans chaque cas particulier de la resolution des trian- 
gles rectangles , il suffira de faire rapplicatioh des theoremes 
demontres aux n®* 82, 8S, 86 et 87, dont T^nonce renfer- 
^era Tangle droit A^ fes deux donnees et I'inconnue. Si , par 
^semple , on veut rdsoudre un triangle dans lequel on con- 
natt I' hypotenuse a et P angle B , on remarquera : 

\ " <Jue la formule , qui donnera b , renfermera <z , 6 , A et B ; 
i>n aura done, en vertu du theoreme n^ 85, 

sini=i:sin<2sinB; 

2® que la valeur de c dependra d'une Equation qui devra 
con^tenir les deux cotes a^c. Tangle compris B et Tangle op- 
pose A, de sorte qu'en employant le theoreme du n* 86, on 
ecrira Tequation 

. — ■• — «==1j d'oii tangc=tangacosB; 

3* que, pour obtenir C, on fera usage du quatrieme 
theoreme (87), en Tappliquant aux trots angles A, B^, G^ 
et au cot^ <i^ "Ce qui donnera 

sinB sinCcosa=cosBcosC, d'ou jcot'Cs=:cosa tangB. 



84 TRIGONOMtTBIE.. 

CHAPITRE VIII. 

DB LA RisOLVnOBI DBS TR1AH«LBS SPHAuQVBS. 



§ I. De la resolution des triangles spheriques rectangles. 

94. Un triangle spherique peut ^tre tri-rectangle , mais 
alors ses trois cotes sont des quadrans, puisque le sommet 
de chaque angle est le pole du cote qui lui est oppose ; il peut 
aussi etre bi-rectangle , mais les cot^s opposes aux deux 
angles droits valent chacun 90°, et le troisieme cote est la 
mesure du troisieme angle; ainsi nous n'avons a nous occu- 
per ici que des triangles oil un seul angle est droit avec deux 
autres angles obliques. 

Fig. 22. I®*" Cas. On donne P hypotenuse a et un cdtd b de Van^ 
gle droit y trouver le cdte'c et les angles B e^ CL 
Les formules [62] , [63] et [64] donneront 

Rcosa . -. Rsin^ ^ Rtans:^ 

cosc= r-> sinB=— : — , cosC==: ^ 

COS 6 sina tanga 

en r^tablissant le rayon (27). 

Quoique Tangle B soit donne par son sinus , il n^y a pas 
d^ambiguite , parce que cet angle doit etre de meme espece 
que le cote b qui est connu (92). 

95. 2® Cas. ConnaissantVhypofdnuse a et un angle B, 
calculer t autre angle C et les cdtes b ei c. 

On emploiera les formules [65], [63] et [64]. 

-^ cosatangB . , sinasinB ^ tamj^acosB 
cotC= g-^j sin6= — - — , tang 0= -==2^ • 

96. 3" Cas. On donne les deux cdtes h et c^ troui^er I 
Vhjpotdrmse a et les angles B et C. 

On tirera des formules [62] et [64] 

cos^cosc ^ T^ RtaD£[6 ^ ^ Rtamrc 
cosa= — = — , tangB=— r-2-, tangC= 7r . 

R ' ^ sine ' ^ srn^ 



i 
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97. 4® Cas. Connaissant un cdte b et V angle oppose' B , 
troui^er les deux autres cdtds Sietcet P angle C. 

Les formules [63], [64] et [65] donneront 

Rsiii6 . Rtani^^ . ^ RcosB 

sina=— r-^, smc=-7 — V, sibiC= — r-. 
sinB ' taugB coso 

a, c et C etant donnas par leurs sinus, chacun de ces ele- 
ments admettra deux valeurs, mais le probleme n'admettra 
cependfint que deux solutions. 

V SoitB<;90® : cosi>0(92)et, commecosa=cosicosc, 
on voit que a etc etant de m^me espece aussi bien que c et C, 
suivant que Ton prendra pour a une valeur plus petite ou 
plus grande que 90*^, les valeurs correspondantes de c et de C 
seront aussi plus petites ou plus grandes que 90®. 

2** Si B>90*^, cosi<;0'(92) et, comme cos a=cosi cose, 
on voit que a et c ^tant d'espece differente , tandis que c et G 
sont en meme temps plus petits ou plus grands que 90", sui- 
vant qu'on adoptera pour a une valeur <^ ou ]> 90*^, les va- 
leurs correspondantes de c et de C devront etre > ou <[ 90*. 

Sin b etant <[ sin B , sans quoi la valeur de sin a serait ]>R, 
le probleme ne sera possible que si 6 est <^ou^B , selon que 
Tangle B est aigu ou obtus. 

Si fc=B, alors a=90% c=90% C=90% ainsi le triangle 
est bi-rectangle. 

La geometric confirme ces r^sultats du calcul ; car, si ABC P*8. 23. 
est un triangle qui satisfasse a la question, on n'aura qu'a 
prolonger les cotes BA et BC jusqu'a ce qu'ils se rencontrent 
de nouveau en B', et on formera un second triangle AB'C rec- 
tangle en A , dont le cote AC et Tangle B' sont ^gaux a b et 
a B. De plus, les cotes CB' et AB' et Tangle ACB' sont les 
supplements de a, e et C. 

98. 5® Cas . Etant donnas un c6td b et tangle ddjacentCj 
troui^er les deux autres cdte's diet q et V angle B. 

On tirera des formules [64] et [65] 

Rtanc:^ . sin^tancC '. t* cosisinC 

^°S^=-33FC ' tangc= ^^ , co8B=^g— . 

99. 6® Cas. Connaissant les deux angles obliques B et C, 
calculer les trois cdt^s a, b, c. 
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On emploiera leg formules [65] 

cotBcotC * RcosB RcosG 

R smG ' smB 

§ II. De la resolution de$ triangles spheriquet obliquangks. 

1 00. i *' Cas. Resoudre un triangk sphdrique dont on 
connatt les trois cdtds. 

Les formules que Ton doit employer devant renfermer les 
trois cot^s et un angle ^ elles seront donn^es par le th^orem^ 
du n^ 82* On aura done 

. costf— cos6cof<? r T 

COSA=:= . , . tL 

sm^smc *•*-* 

Pour rendre cette formule calculable par logarithmes , nous 
agirons comme au n* 75, c'est-a-dire que nous ajouterons 
Tunite aux deux membres, ce qui donnera 

^ ,A cosa— •cos6cosc-|-*sin&sinc ooan-— cos(6-|^c) 

Zt cos "^ — • 7 . I • I s ■ • 

d'ou (5»), 

. a-X-h-X-c , ^ + c— a 
sm — L_—j — sin — ^r 

,A 2 2 

cos' ^ = . , . ■ > 

z -sin & sine 

Si Ton repr^sente par 2p le p^rimetre 6-f-^"f"^ ^^ triangle , 
on aura i-j-c?«~a=2(]p—- a), etpartant 



cos 



^^^J^p^JpE^ [66], 



en r^tablissant le rayon. 

Si , au lieu d'ajouter I'unite aux deux membres de I'^qua- 
tion [y] , on y eut ajoute — 1 , on aurait trouve , comme 
aun«7S, 

sint=R\A^fc|SZEI); ^ 
z y sin 6 sine 

et enfin , en divisant men]J)re a membre cette Equation et la 
pr^c^dente , 

tang t =R . y^^^SZEZ). 
^^2 y sin/? sin (/?-*- a) 
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Si on n'a qu'un ?^^gl^ a cs^lpuler, on ^mpjoier^ la f(^'fl:^ule 

qui donne cos -^ ; mais , si Ton demande les trois angles , on 

fera usage de la trbisi^me. 

101. Discutons la formule [66]. Je dis d'abord que les 
deux facteurs du numerateur ne sauraient etre negatifs, sans 
quoi leur somme serait iiussi <; 0, et cette $oinme est egole 

a 2sin— 1^ cos-, quantite positive, puisque^ d'apres la defi- 
nition meme des triangles sph^riques, chaque cote est moindre 
que 1 80®; done il fayt que I'on ait sin/? >() ^t sin (/>— ^)>0. 
La premiere de ces conditions donne /?<^ 180®, et partant 
2/?<!360®. La second^ revient a a<^b"\-c^ Telles sont les. 

conditions necessaires pour qu§ la y^le^r de pos^ soit 

r^elle. 

II faut de plus qu'elle soit moindre que le rayon ; done 

sinp sin (p-'^d) <[ sin & sin <; , 
ou bien (5S) 

cosrt — cos(A-|-c)<;cos(i— 'c)— cos(i-|-^)? 
in^galite qui se reduit a 

cosa<[cos(i— c). 

Si done «<t90*, auquel cas la valeur absolue de (b — c) est 
aussi <^ 90**, on aura 

en suppogant b'^c. 

Si a^OO® et que b — c soit <!90^, on aura 

a^b — c; 

et si (b^-^c) est aussi ^ 90® en valeur absolue , I'inega- 
lite cosa<^cos(i^— c) i^eviendra encore (15^ a 

a'^b — c. 

Ainsi , pour que le triangle soit possible , il faut que la somme 
de $es trois cotes soit moindre que 360®; et qu^un cote soit 
plus petit que la ;siomme des deu;?: awtres et plu^rand que leur 
differea^e. 



88 trigonom£trie. 

1 02 . 2® Cas. Connaissant les deux cdtes a , b e^ F angle A, 
calculer le troisieme c6td c et les deux angles B et C. 
On obtiendra Tangle B , par la fonnule 

. Tk sin^sinA 
sinB= — : \ 

sina 

ety comme cet angle est ainsi donne par son sinus, ^ipourra 
admettre deux valeurs supplementaires Tune de Tautre. Nous 
discuterons ce cas tout a I'heure. 

L'angle C sera donne par le theor^me du n^ 86 , 

cotfl 1 - , cot A 1 



cot b ' cosC '^ cot C * cos b* 

ou cotasin^=cosicosC-|-potAsinC. 

Pour en d^duire la valeur de Tangle C, nous appliquerons au 
second membre de cette Equation la methode du n^ 65 , et il 
viendra , en divisant par cos b , 

cot«tanfi[6=cosCH rsmC= — ^^ ^, 

° " coso coscp 

d'oix cos(C-9)=^^i^^, 

V T/ tangflf 

Tangle <p ^tant determine par T^quation 

RcotA 
tanff<p:F= !-• 

Ainsi , apres avoir determine Tangle auxiliaire <p par cette 
derniere equation, on calculera Tangle ±(C — <p) au moyen 
de la pr^cedente , et on en deduira facilement Tangle C. 

Je dis =t (C — (p) ; parce que cos C cos <p -|- sin C sin © n'est 
pas le developpement de cos^(C — ►cp), plutot que celui de 
cos (<p — C). 

Quant au cote c , on Tobtiendra par Tapplication du th^o- 
reme fondamental 

sinb sine cos A-|-cosi cosc=cosa, 

d'ou, en suivant encore la methode du n^ 65, 

/ ,v cosacosil' , tancftcosA * 

cos(c— 1)=-^^, taDg4>= - \ . 

Fig. 24. II est bon d*observer, que <p est Tangle DCA que forme 
avec AC Tare de grand cercle mene par le sommet C perpen- 
diculairement au cote AB, et que ^ est le segment DA conipris 
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entre le point D et le somihet A. En effet, en appliquant les 
tlieoremes des n*** 87 et 86 au triangle rectangle ADC , on 
trouvera 

sinAsin9COs&=cosAcos<py d'oii tang<p= — r-, 

et ti* — A^^^^' ^'^^ tangij/=cosAtangi, 

Done ACD=(p et AD=:^. 

U en resulte que c et C sont en meme temps plus petits 
ou plus grands que if et que (p. 

103. DisGussiOK. Nous pourrions discuter ce probleme 
en suivant une m^thode analogue a celle dont nous avons 
fait usage au n® 71 , mais il sera plus simple d'avoir recours 
a des considerations purement geom^triques. Proposons-nous 
en consequence de construire sur une sphere donnde un 
triangle dont on connait Wangle A et les deux cdt^s a, eth. 

Je trace deux arcs de grands cercles qui fassent un angle 
egal a A, je prends sur Tun des cotes de cet angle un arc 
AC =6, et du point C, comme pole, avec une ouverture de 
compas spherique egale a la corde de Tare a, je decris un arc 
de cercle qui coupe I'autre cote en B; je joins les points C et B 
par un arc de grand cercle, et le probleme est resolu. 

Cela fait, on tirera par le point C Tare de grand cercle CD 
perpendiculairement a ABxV, puis on distinguera deux cas 
principaux, selon que Tangle A sera aigu ou obtus (on exclut 
le cas ou A =90**; car alors le triangle serait rectangle).'^' 

r Soit A<90'\ II pourra se faire que Ton ait 6< 90% 
=90** ou > 90**, et dans chacun de ces trois cas le cote a 
pourra etre > i, =i ou <[ b. 

Soient ^<^ 90** et a>6 : la circonference que nous avpns 
d^crite du point C comme pole et avec une ouverture de 
compas egale a la corde de Tare a, enveloppera les points 
A et A', si a]> CA'=180** — by ou bien enveloppera le point 
A et passera en A', si a=i80**~i; done le probleme sera 
impossible. Mais, si a<[180**-— i, la circonference envelop- 
pera tdujours le point A , et coupera Tare ADA' entre D et A' *; 

* 11 ne faut pas oublier que le triangle ACD etant rectangle en D , 
Tare CD et Tangle A sont de meme espece (92) ; que si Varc CD 
est <C90*^, cet arc est alors plus petit que les arcs obliques qui partent 
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ainsi, il y aura une solution. D'ailleurs Tangle B sera aigu, 
puisque le cote CD qui lui est oppose, dau^ le triangle rectan- 
gle CDB est moindre que 90* (92); d'ailleurs c'^^ et C^<p, 

Si a=bj la circonference coupera Tare ADA' en A et en 
un point B situe entre D et A\ de sorte quUl y aura enoore 
une solution. Alors B=A, c'^^ etC'^(f^ 

Soit a<Cb:i\ pourra se faire que a soit plus petit que Tare 
CD, ^gal a cet arc ou plus grand que lui. 

Si a <[ CD , la circonference ne rencontrera pas ADA', et 
le problfeme sera impossible. 

Si a=CD, elle touchera ADA' en D, Tangle B, ^gal 
alors k CDA, sera droit, c sera ^gal a ^ et C k 9* 

Si a^CD, il y aura deux intersections en B et en B' de 
part et d' autre du point D , et par consequent deux solutions , 
et les deux valeurs de B seront supplementaires; car Tangle 
DB'C=DBCet AB'C=180"— DB^C. L'angle ABC est aigu, 
puisqu'il est de mSme espece que le cote CD qui lui est op- 
pose dans le triangle rectangle BDC (92). D'ailleurs c> ^ 
et C )> <p correspondent a cet angle APC , etc<[J/etC<^^ 
se rapportent a son supplement AB'C. 

Soit A =90^, CA et CA' sont alors des quadranS| de sorte 
que si a'^bou si a=i, leprobleme sera impossible. Mais, si 
a<^b et ^-CD, il y aura deux intersections et deux solutions : 
B<90^ c>4», C>(p; et B'=180^~B, c<^, C<[9. 

Supposons actuellement 6>90® : si a>i ou si a=:^, la 
circonference enveloppera les points A et A', ou enveloppera 
A' et passera par A , de sorte que le probleme sers^ impos- 
sible. 

Si a est plus petit que 1 80® — b et a fortiori <^6, il y aura 
deux intersections, Tune entre A et D, et Tautre entre D 
et A', pourvu que a $oit ;>CD ; done il y a deux solutions, 
comme tout a Theure. 

Si a ^tant toujours <[ i, on a a= 1 80®— A, ou a^i 80®—^, 

du m^me point Cf et que ces arcs obliques augmentent en s'en dloi'^ 
gnant; qu'au contraire, si Varc CD>>90^, il est plus grand que les arcs 
obliques qui portent du mSme point C, et que ces arcs obliques diminuent 
en s'en eloignant. Ces proprietes resultant de la consideration du triangle 
rectangle GAD, dans lequel on a cos AC=cosCD cos DA (90), en y fai- 
sant croitre DA depuis 0<> jusqu'k 180<>, et supposant CP constant et 
d'abord <90% puis >90^ 






&>90»| I 
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U circoaference coupera ADA' entre A et D, et passera par Fig. 26. 
A', ou enveloppera ce point ; done il n'y aura qtl'une seule 
solution y et Tangle B sera obtus; car il est le supplement 
de DBC, lequel angle est aigu, D'ailleurs c < rj/ et C<9. 

2"* Soit A > 90'', La di§cu3sioii de ce (^ sen^ apfdogue a 
celle du precedent. 

£n resumant tons les r^sultats trouves^ on formera le ta- 
bleau suivant ^ en n'oubliant pas que dans le cos ou A<^90®y 
si B est <C ou ^ 90®, les. i^aleurs de c et de C seront res-' 
pectwement plus grandes ou plus petites que \ et que <p, et 
que ce sera le contraire, lorsque A sera plus grand que 90® : 

/a>b, ac=180^-"b oua>180*— -&. .aucune solution. 

^<^)a=:b une B=A. 

\o<& deux. B<90», B>90». 

ea>h .aucune. 

k<W{ b=90*i a==b , aucune. 

(a<& deux. B<9<y», B>9(y. 

/ o>5 aucune. 

a=& aucune* 

a<&et a<180»— b deux, B<9(y», B>90». 

\ o< & et 0=1 80»— & ou a> 18(y>— d . une. B>90«. 

/a>&, a=180'>— 5 oua<180»— b. .une. B<90». 

fc^QAi) *>^ a>180»-«6 deux, P<90*, B>9(y», 

«* <^ J o=& aucune. 

\a<h aucune* 

> (a>h deux. B<90^,B>9V. 

A>90*^ b=i90*} a==b ^.aucune. 

\a<b aucune. 

/ a>b deux. B<9(y>, B>90«. 

i^^Q/vAj o=b une. B=A. 

^>^\ a<b, a>18a»— b une. B>90». 

^ V a < b, 0=1 80*— b ou o < 1 80^— b . . aucune. 

Ay ant d'entreprendre la resolution d'un triangle dans 
lequel on connaitra les cotes a et i et Tangle A , on devra 
commencer par voir, a I'aide de ce tableau, si le probleme 
est possible ou s'il ne Test pas; et, quand il le sera, s'il 
admet une ou deux solutions. Puis on calculera Tangle B par 
la formule 

. Tk sinAsin^ 

sinB= — : . 

sma 

Si le logarithme de sin B > log R = 1 0, on en conclura que 
le probleme est tout a fait impossible (sin CD = sin A sin ^); 
s'il en est autrement, on prendra pour Tangle B la valeur ta- 
bulaire, ou 3on supplement, suivant que le tableau indiquera 



• 
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que cet angle est aigu ou obtus , et on les prendra toutes deux 
si le problfeme admet deux'solutions. 

L'angle B etant ainsi connu , on obtiendra les valeurs de C 
et de c par les formules que nous avons donn^ plus haut. 

104. 3*Cas. Rdsoudre un triangle dont on connait deux 
cdtds a eth et Fangle compris C. 

Les inconnues sont c, A et B. On les obtiendra en faisant 
usage des th^remes des n** 82 et 86 : on trouvera (65) 

\^ cosc=sinasin6cosC-|^cosacos6 i 

=cosa[sm6tangacosC-j*cos6|= ^^ 31^, 

cos Cp 

Tangle auxiliaire f ^tant d^termin^ par Fequation 

tancacosC 

dans laquelle on a retabli le rayon. 

Qo |.A cotasin^ — cos&cosC 

sinC 

^/-.(cota . 7 j\ cotGsin(^ — ©) 
=cotC{ — 7;sin6 — cos6J = ^ ^y 

(COSC ) COS(p ' 

Tangle <p ayant la mSme valeur que tout a Theure. 

Oft ^Tk cotftsina — cosacosC 

3*" C0tB= t-t; 

.^Ccot6 . \ cotGsin(a — ^) 
=cotCi \ — ;;sina— -cosa \ = ^^ — ^, 

(COSC ) COSt|; ' 

Tangle ^ etant d^termin^ par Tequation 

, tang^cosG 
tang^=— ^^^ . 

105. 4®, 5® ET 6® Cas. Ces trois cas sont ceux ou Ton 
donnerait 

Deux angles et le cdtd adjacent; 

Deux angles et le c6td opposd a Vun d^eux; 

Les trois angles; 

mais ils se ramenent aux trois premiers cas , par le secours 
du triangle supplementaire. En efTet, quand on donne, dans 
le quatrieme cas, les angles A et B avec le cote adjacent c, 
on connait les deux cotes dl et V du triangle suppl^mentaire 
avec Tangle compris C; car a'=180'— A, ^'=180^— B, 
et C=180® — c; on pourra done calculer c\ A' et B' par les 
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formules que nous avons donnees au n® 1 04 , et en prenant 
leurs supplements, on aura les valeurs de C^aetb. De cette 
maniere le quatrieme cas se ramene au troisieme ; de meme 
jon ramenera le cinqui^me et le sixieme au second et au 
premier. 

106. Analogies de NipER. Ndper^ Tinventeur des lo- 
garithmes , a trouv^ les formules suivantes qui sont connues 
sous le nom S! analogies de N^per, 

a^—b , a — b 

, A+B "^-J- r , A-B ^"'-J- C 

COS' — ^ — sm — jr — 

A— B . A— B 

COS — i — sm — s — 

Nous nous contenterons de demontrer directement les deux 
premieres 9 attendu que les deux autres s'en d^duisent imm^- 
diatement par le secours du triangle polaire. En effet, si dans 
la premiere , par exemple y on remplace A , B , C , a et ^ par 
leurs supplements il viendra 

^ a + b +cos-^ ^ 

- — tang-^= —-gXtang^. 

-cos-I- 

Pour demontrer ces equations , les auteurs des Aitnales de 

MATHifiMATiQUES de Gergone y ont eu I'heureuse id^e de faire 

usage des formules qui donnent la tangente de la moitie d'un 

angle d'un triangle spherique en fonction de ses cotes , et, en 

modifiant legerement leur methode, on arrive tres-simple- 

ment aux formules de Ndper. 

II s'agit, en ef fet , de calculer en fonction des cot^s , le rap- 
, AzhB 

port — . Or, on a evidemment 

cot- 

^ A±B A_^ B A C . B C 

*ang— g— tang-±tang- ^ tang- tang -± tang ~ tang - 

^ C =rT-A B^'^Si=— A B— 

cot- liptang-tang- Iqrtang-tang- 
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Mais noiis Avobs trbuve (100) 

A /sin( /? — b)sm(p — c) 

^2 y ~mpsm{p — a) ' 

etpartant tang^=Y/ sin;,5m(/,-6) ' 

,, ^ .'i -^ * A^ ti sin(/>— c) 

d ou il suit que tang^tang^ss — f % 

' ^ ^ A^ C sinfp — b) 

par consequent tong ^ tang^ = ^ S 

. ^ fi^ C sin(D — fl). 

• et tang2tang^=-^; 

done, eta substituant, 

A±B 

^ a _ sin(/?— g)zizsm(^— ^) 

SI I'lbtt '<!t?^double cette '^qU&tioii , 6t qu*on iransforme en 
produits les sommes et les difJKretaees de sinus qui s'y ttwi^ 
vent (34et 33)> on trouvera, toutes i^uctions faites, 

, A+B ^^"T- n ^ A-B ^-F" c 
tang-f-=-^^€ot^, tang -^=-^:p cot-. 

cos-^ sin-^ 

On emploie ces formules pour calculer plus simplement que 
nous ne I'avons fait au n® 1 04 les Angles A et B en fonction des 
deux cotes a et b^t de Tangle compris C Quant au troisifeme 
cote c on d6vra le calculer directement, comme au n* cit^. 

Cette solution est tout k fait analogue a celle du troisiettre 
cas de la resolution des triangles rectilignes (73). 

107. PROBLiME I. RMuire un dngle a t horizon. 
^g. 26. Supposons qlie d'uti point d<5iin^ O on ait dirig^ deux 
rayons visuels sur deux points A et B situ^s hors du plan 
horizontal mene par le point O : si, par la verticale CfL et 
chacune des droites OA et OB, on m^ne des plans, 4eurs traces 
P'A' et O'B' sur un plan horizontal quelconque , formeront 
Tangle A'O'B' qui est la projection hodzontale de Taagle 
AOB, et qu'on nonune V angle redudt a 'V horizon de AOB. 
C'est done <^et angle qu il s'agit de ealculer. Pour cela^ on 
commencera par mesurer les angtes AOZ et BOZ foricn^s par 
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les rayons visuels OA et OB avec la verticale OZ , et si Ton 
imagine une sphere decrite du point O comme centre avec 
Tunite lineaire pour rayon, ses traces sur les Faces de Tangle 
triedre OABZ, formeront un triangle spherique ABC dont 
les cotes c, i, aserontles mesures des angles observes AO^, 
AOZ et B02, tandis que Tangle demands A'O'B' sera egal a 
Tafaffle C du triangle spherique. On calculera done cet angle 
parlaformule 



2 y sinasiD 



COS:c=Jtity — ^^ — ' , ^ . 

smo 



Soient AOB=c=58'0'5", BOZ=a=88''48'28'',8, 

AOZ=*=94''52'4d",8: 

oaaura jD=120''35'3r',3, d— c=62''35'32",3, 
4 80"'-^jD=59«24'22",7, 1 W—b^Sb'Ti 9", 2. 

logR*=20 
logsin/)= 9,934 9013 iogsina= 9,999 8106 
logsiaQp— c) = 9,948 2924 log sin ^ =9^,998 4242 

39.883 1^37 19,998 2348 
19,998 2348 

19.884 9589 
l6gco8|= 9,942 4794 

5=28<'50'32", 5 C=57<'41'5% 

* ^ ■ 

ainsi Tangle rediiit a Thorizon vaut 57^41 'S'^. 

108. PROBLiME II. Etqnt donnees les iatitudes et les 
longitudes de deux points du globe ^ trdUihr leur distance. 

La latitude d^un lieu est Varc de fheridieh corhpris entre 
ce lieuet V^quateur. EUe est boreale ou australesuivantque 
le lieu est situ^ dans ['hemisphere boreal- ou dans Th^mi- 
sph^re austraL 

La longitude d^un lieu est tare de Vdquateur compris 
entre le mdridien de ce lieu et le premier mdridien. EUe est 
orientale ou occidentale, selon que le lieu se trouve a Torient 
ou a Toccident de ce premier meridien, lequel est, pour les 
Fran^ais, celui qui passe par TObservatoire de Paris. 

Dans les calculs, on regarde les latitudes bor^ales et les 
longitudes orientales comme positives, et les autres comme 
negatives. 
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Fig. 27. Soient EE' Tequateur, B et A Jjes deux poles, BEA le pre 
mier meridien et C et D les deux points du globe dont o: 
demande la distance. BCA et BDA seront leurs meridiens 
CC et Diy leurs latitudes, EC' et EE/ leurs longitudes ; s 
Ton fait passer un arc de grand cercle par les points C et D. 
on formera un triangle BCD dans lequel on connaitra la 
cot^s CB et BD, complements des latitudes CC et DD', el 
Tangle CBD qui a pour mesure Tare CD', difference des 
longitudes ED' et EC. On resoudra le probleme en faisani 
dans les formules 1 " du n* 1 04, 

a=90«— CC, *=90^— DD', C=ED'— EC 

Supposons que Ton demande la distance de Paris a Venise. 

^ ^ P . I latitude bor^ale =48^50'49" 

una *^^^*^ j longitude orientale= 0' tf 0", 

Venise i '^*^*"^® boreale =:45"25' 53" 
(longitude orientale:;?=:10'' 0'44", 

en consequence 

a=4r9'H", A=:44^34'7", C=10^0'44", 

logtang*= 9,993 4600 logcos(a— 9)=^ 9,999 4139 
log cos C = 9,993 3351 log cos A = 9,852 7304 

49,986 7951 19,852 1443 

logR=jO logcos(p=; = 9,855 9871 

logtang(p= 9,986 7951 logcosc= 9,996 4572 

<p= 44n'44",7 c= r36'41". 

(p_a= 2'58'33'^7 

L'arc c appartenant a un cercle dont le rayon est I'unite, 
on aura sa longueur mesuree a la surface de la terre par la 
proportion 

90^:r36'4i"::loooo''-°*:a:, 

d'ou Ton tirera ^ = 846 kilometres, a moins d'un demi- 
kilometre. 
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